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第 一 章 “” 谈 谈 集合 





机 1 - 事物 的 集体 
(1) 8 合 | 
在 星期 日 ， 朋 友 匀 到 进 君 的 家 里 来 玩 。 有 出 本， 田中， 
佐 胖 ， 渡 边 ， 井 上 等 五 人 。 都 是 进 君 的 落 合 中 学 二 年 级 A 班 
的 同学， 大 家 在 一 起 玩 扑 克 。 
在 数学 中 ， 把 其 有 某 一 特征 的 集体 叫做 集合 。 虽 然 所 说 
的 特征 不 多 理解 ， 但 是 玩 扑 
.. 宛 的 六 人 集体 ， 落 合 中 党 的 。 -六 个 人 的 集合 --------……… 
二 年 A 班 的 全 体 学 生 等 孝 是“: 信介 人 @ 
Ὢ 


如 图 ! , 1π1γ πιῇ 7 
人 的 集合 ， 写 成 

{ 进 ， 山 本， 田中 , 优 ΑΘ 
Κε, κι, 1 Γ 》 





就 是 使 用 中 插 号 1 ?表示 集合 。 

现在 ， 如 图 2 ， 在 进 君 的 手 里 拿 着 扑克 牌 ， 这 个 牌 的 集 
体 也 可 写成 集合 : 

{ 方块 3 ， 黑 桃 4 ， 黑 桃 10， 梅花 8 ， 方 块 6 ) 。 

属于 集合 的 每 一 个 个 体 叫 做 元 率 或 元 。 山 本 ， 田 中 ， 佐 
蔷 等 是 玩 扑克 人 集合 的 元 素 。 / 
--…- 相克 的 集合 τι 集合 并 不 限于 像 人 ， 扑 


ΗΝ Ϊ σὲ, ὮΒΡῈ ΠΗ ΒΗ͂ΒΗ͂ Π] μ1Β 5 {ἠ 
τ ὁ : 集体 。 例 如 ， 像 1 2,3, 
图 ΙΙ 4 ， "τν." 这 样 叫 作 自 然 数 的 
: 数 ，10 以 下 的 全 体 自然 数 也 


ΜΗ 是 集合 ， 可 以 把 它 表示 为 : 
(1，2，3，4，5，6，.7，8，9，10》 
虽然 在 表示 集合 的 { } 中 ,把 全 体 元 素 并 列 写 出 , 这 个 集 

合 很 易于 了 解 ， 但 是 当 元 素 的 个 数 很 多 的 时 候 ， 要 都 写 出 来 

很 腑 烦 ， 并 且 当 集 合 的 元 素 是 无 限 个 的 时 候 将 无 法 解决 。 于 

征 要 表示 从 1 到 10 的 自然 数 集合 时 ， 可 以 用 x 来 代表 集合 的 

元 素 ， 用 

ία | zx 是 不 大 于 10 的 自然 数 ) 

的 书写 方法 表示 。 如 果 写 成 { 过 | …… }， 风 |………… εν 将 就 满 

是 全 体 + 的 集合 。 { 
末 用 这 种 写法 ， 二 年 级 A 班 全 体 学 生 和 全 体 自然 数 的 集 
2 


合 可 写成 | | 
《xz |x 是 二 年 A 班 的 学 生 ) 
εχ 1 ΧΞΗΊΚΝΕ) 

虽然 所 说 的 集合 都 是 物体 的 集体 ， 现 在 我 们 要 考察 一 下 


物体 的 集体 所 具有 的 性 质 ， 能 作出 几 个 集合 ， 他 们 之 间 存在 。 


什么 关系 。 此 时 ， 把 集合 用 图 表示 出 来 进行 研究 更 容易 理解 
(图 3 )ο Μ᾽ .. 
用 图 表示 集合 ( 文 氏 图 ) 






在 把 集合 用 图 表示 时 ， 如 图 3 那样 ， 可 以 把 它 用 图形 闭 
曲线 表 出 ， 把 它 的 元 素 用 它 内 部 的 点 表示 。 曲 线 的 大 小 与 元 
“的 个 数 无 关 ， 可 以 随便 确定 。 
这 样 ， 集 合用 闭 曲线 表示 时 ， 把 这 个 图 叫做 集合 的 文 氏 
图 。 | 
”虽然 物体 的 集体 叫做 集合 ， 但 是 如 “二 年 级 A 班 高 身材 
的 全 体 学 生 ” 或 者 “全 体 大 的 自然 数 ”等 ， 都 不 能 叫 集 合 。 
为 什么 这 样 说 ? 因为 高 于 多 少 cm 的 人 ， 算 作 高 身材 是 不 明确 
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的 ， 所 以 不 能 确定 哪个 人 属于 集合 ， 哪 个 人 不 属于 集合 , 所 
说 的 大 的 自然 数 ， 也 是 不 明确 
的 ， 不 能 确定 多 大 的 数 是 大 的 
自然 数 (图 4 )。 所 说 的 集合 必 
须 确切 地 规定 出 包含 在 这 个 集 
体 的 元 素 ， 这 是 首先 要 明 确 
的 。 
| 【 想 一 想 】 在 1 到 10 的 
目 然 数 中 ， 与 出 满足 下 述 条 件 的 集合 的 所 有 元 素 。 
(1) 3 的 倍数 (2) 7 以 上 的 数 (3) 与 7 相近 的 数 
[ΠΒ 解 】 () 3，6，9 (2) 7，8，9，10 
(3) 不 是 集合 





(2) 子 集 与 全 集 
考虑 从 1 到 10 的 自然 数 集合 
ία | x 是 10 以 下 的 自然 数 ) 
在 这 10 个 自然 数 中 ， 只 把 偶数 选 出 来 可 以 得 到 集合 { 2,4, 
6 ，8 ，10 )。 把 这 个 集合 叫做 A ， 可 写作 
A=42, 4. 6, 8. 10) 
研究 一 些 集合 的 时 候 ， 通 常用 大 写字 母 来 表示 集合 。 
象 A 那样， 把 10 以 下 的 自然 数 中 4 的 倍数 集合 ，6 的 倍 
数 集合 写作 : : 
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B={ 4, 8) 
ς--{6) 
C 是 只 有 一 个 元 素 的 集合 。 
现在 看 A , B ，C 三 个 集合 的 元 素 ,B 的 元 素 4，8 两 
个 都 是 集合 A 的 元 素 ，C 的 元 素 6 也 是 A 的 元 素 。 这 样 ， 在 
两 个 集合 A 和 B 中 ， 人 集合 B 的 元 素 全 部 是 集合 A 的 元 素 时 ， 
由 于 B 是 A 的 一 部 分 ，B 叫做 A 的 子 集 。 这 时 ， 也 可 以 说 B 
被 A 所 包含 ， 或 A 包含 B 。 
B 是 A 的 子 集 时 ， 使 用 符号 二 ， 写 成 
ΑΒ (或 BCA) 
在 上 例 中 ，C 也 是 A 的 子 集 。 
前 面 玩 扑克 的 六 人 集合 ， 
《 进 ， 山 本 ， 田 中 ， 佐 芯 ， 渡 边 ， 井 山 》 
是 二 年 A 班 全 体 学 生 集 合 的 子 集 。 并 且 ， 二 年 A 班 学 生 的 集 
合 是 落 合 中 学 全 体 学 生 集 合 的 子 集 ， 可 以 写成 
” 《x |x 是 落 合 中 学 的 学 生 } 一 { x | x 是 二 年 A 班 学 
ΙΕ) { 进 ， 出 本 ， 田 中 ， 佐藤， 渡 边 ， 井 上 })。 
集合 B 是 集合 A 的 子 集 时 ， 把 A ，B 两 个 集合 写成 文 氏 
图 ， 将 是 什么 样子 呢 ? 
B 成 为 A 的 于 集 这 一 事实 是 B 的 元 素 都 是 A 的 元 素 。 所 以 ， 
表示 B 的 曲线 可 以 画 在 表示 A 的 曲线 的 内 部 (图 5 的 @)。 
把 落 合 中 学 学 生 的 集合 画 成 文 氏 图 ， 则 为 图 5 的 @。 
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OA>B 时 的 文 氏 图 为 @@ 落 合 中 学 学 生 的 集合 





| 图 5 ΝΠ . 
一 起 讨论 几 个 集合 时 ， 通 常 要 考虑 全 集 。 例 如 ,A,B ， 
| . C ,D 四 个 集合 一 起 讨论 时 ， 
像 图 6 那样 确定 一 个 把 它们 
都 包含 进去 的 集合 ， 在 这 里 
， 面 研究 集合 的 性 质 以 及 集合 
， 之 间 的 关系 。 
这 样 ， 确 定 的 包含 所 研 
究 的 集合 的 集合 叫做 全 集 ， 
Ἢ... -以 字母 可 来 表示 。 并 且 ， 如 
果 画 出 文 氏 图 时 ， 多 半 以 长 方形 表示 。 ΜΙ 
”在 第 9 页 中 作出 A ，B ，C 集合 时 ， 实 际 上 ， 把 10 以 下 
的 自然 数 集合 认为 是 全 集 。 于 是 ， 把 A ，B ，C 作为 它 的 于 
Αγ. . 
规定 全 集 的 方法 ， 应 根据 使 研究 集合 怎样 最 合适 ， 按 当 
时 情况 来 确定 即 可 。 例 如 ， 考 虚 扑 克 牌 的 集合 ， 把 全 体 扑 克 
6 | 


” 牌 的 集合 作为 全 集 。 此 外 研究 数 的 集合 时 ， 最 好 是 确定 出 最 
合适 的 数 的 范围 作为 全 集 。 
”集合 A 是 全 集 UU 的 子 集 人 表示 人 入 一 
是 A 的 元 素 构成 的 集合 ， 叫 
”做 A 的 余 集 ， 记 作 XA 。 . 

U 为 10 以 下 的 自然 数 集 - 
δ, ΑΞά2,4,6,8, 10 ) 时 , ΒΑ {1,3,5,7,9 )。 

在 文 氏 图 上 ，A 是 图 7 中 涂 黑色 的 部 分 ， 用 表示 A 的 则 
线 的 外 侧 部 分 来 表示 。 

【 想 一 想 】 ”在 扑克 牌 里 ， 把 | | 
Όσα |x* 是 红 桃 和 梅花 牌 》 作 为 全 集 ,A {κ |x 是 红 
“ 桃 牌 》B 一 {z |x 是 红 桃 5 以 下 的 牌 ),C= (x |x 是 5 以 下 的 - 
一 牌 %» 41》 用 (x|……) 形 式 答 出 A 的 余 集 ,(2) 哪 些 是 A 的 于 集 ? 
| 1. 解 】 Ὁ ία |Χ 是 梅花 牌 》 (2) B 





S2。 并 集 和 交集 


(1) “Ἡ 和 ‘与 ” 

在 进 君 的 学 学 校 里 ， 对 所 有 学 生 的 家 庭 作 了 一 次 调查 。 班 
主任 老师 说 ， 有 弟弟 或 妹妹 的 人 把 手 举 起 来 ,的 时 候 ， 因 为 

| | | 7 


进 君 既 有 弟弟 又 有 妹妹 ,开始 迟疑 了 一 下 ,然后 把 手 举 起 来 
本。 

通常 使 用 “或 ”这 个 词 的 时 候 ， 它 的 意思 是 非常 不 明确 
的 。 例 如 

”此 次 旅行 去 镰 仓 或 箱根 。 
说 这 话 的 时 候 并 没 想 去 镰 仓 和 箱根 两 个 地 方 ，-- 般 来 说 只 去 
其 中 的 一 个 地 方 。 按 照 这 种 想法 ， 有 弟弟 和 妹妹 两 者 的 进 君 
ΒΝ 1.865 Ἑ γ. 

授 有 交 弟 和 妹妹 或 者 没有 划分 班 里 的 学 生 时 ， 

(a) 既 有 第 第 又 有 妹妹 的 人 的 集合 

(5; 有 弟弟 但 是 没有 妹妹 的 人 的 集合 

(c ) ”没有 弟弟 但 是 有 妹妹 的 人 的 集合 

(d) 弟弟 妹妹 都 没有 的 人 的 集合 
可 以 分 成 四 个 集合 ， 无 论 谁 都 属于 这 四 个 集合 之 一 (图 8 )。 

在 日 党 交谈 中 , “或 ”这 

把 班 分 成 四 个 集合 | “个 词 的 含意 不 明确 并 不 太 重 
”要 ， 但 是 在 数学 上 要 把 “或 ” 
”这 个 词 的 含意 作 如 下 的 明确 
规定 。 

所 谓 “P 或 9 "是 指 P ， 
”9 当中 至 少 有 一 个 成 立 。 更 
a 明确 地 说 ， 可 以 是 仅仅 p μὲ 





(a) 有 弟弟 也 l(c ) 没有 弟弟 ， 
有 妹妹 


立 ， 可 以 是 仅仅 9 成 立 ， 也 可 以 是 p ，9 都 成 立 。 

因而 ， 所 说 的 “有 弟弟 
或 有 妹妹 ”是 指 属 于 前 页 的 
(a),(5),(c) 三 种 集合 
之 一 的 情形 。 在 那里 ， 由 于 
进 君 是 属于 (Ca ) 的 ， 所 以 他 
把 手 举 起 来 在 数学 上 是 正确 
的 。 





9 
像 进 君 那样 弟弟 妹妹 都 有 的 情况 ， 在 日 语 中 有 :“ 有 弟弟 


和 妹妹 "， “有 弟弟 并 且 也 有 妹妹 ”等 各 种 说 法 。 


像 这样 的 情况 ， 在 数学 上 说 成 


“有 弟弟 与 妹妹 ” 
使 用 “与 ”这 个 词 来 表示 。 
通常 说 
“p59” 


是 规定 为 p πα 两 者 同时 成 立 的 意思 (图 9 )。 


在 前 面 ， 在 第 8 页 和 第 12 页 已 经 解释 了 文 氏 图 ， 在 这 里 
对 文 氏 图 的 书写 方法 稍 加 研究 。 

有 二 集合 A ，B 时 ， 它 们 的 关系 是 ; 

(α) A 被 B 包含 (A CB )。 

(2) A 和 B 的 元 素 完 全 相间 。 





@ 无 共同 元 素 时 
| 图 10 | | ΜΙ 
(ο) A 和 B 两 者 虽 有 相同 元 素 ， 但 不 是 (4 ),(5 ) 情况 。 
(d) A 和 B 没有 一 个 相同 的 元 素 。 
这 样 的 各 种 情况 ， 它 们 的 文 氏 图 ， 也 都 各 有 不 同 。 
例如 ， 取 进 君 的 班级 ， 二 年 A 班 全 体 学 生 的 集合 
U= κ |x 是 二 年 A 班 的 学 生 } 
作为 全 集 ， 在 其 中 考虑 集合 | 
Απ {x |x 是 有 弟弟 的 学 生 》 
B = (x |z 是 有 妹妹 的 学 生 》 
此 时 ;由 于 既 有 弟弟 又 有 妹妹 的 进 帮 属于 A ，B 两 者 ， 这 种 
情况 的 文 氏 图 正 是 图 10 的 (c ) 。 于 是 能 把 图 10 那 样 的 (c ) 的 
文 氏 图 曾 出 来 ， 则 在 第 13 页 研究 过 的 (a ) (6 ) (ο) (4 7 的 四 
个 集合 ， 就 能 全 部 表示 出 来 了 。 
【 想 一 想 】 ” 按 下 表 指 出 ，(1) 国语 在 70 分 以 上 ， 且 数 
10 





学 也 在 70 分 以 上 ，《〈 2 ) 国语 或 数学 在 60 分 以 下 ， 都 是 哪些 


人 ? 
σος ας σας. ΠΕΠ 
一 





国语 | 67 83 55 73 
数学 ; 76 58 59 82 73 52 | 


| 





[κ 解 】 εν, νι (2) 山 本 ， 田中， 井上 


(2 ) 并 集 和 交集 

在 第 9 页 考虑 的 ， 把 
二 《x |x 是 10 以 下 的 自然 数 ? 

取 作 人 全集， 来 研究 其 中 的 两 个 集合 : 

二 {x |x 是 2 的 倍数 )= 二 {24.68 10} 
Επ 《x |x 是 3 的 倍数 )= {53.6.9} 

此 时 ， 把 属于 集合 A 和 集合 B 的 元 素 全 部 合 在 一 :起 为 
{2,3,4.,6,8,9,10} 


得 到 一 个 新 的 集合 。 
把 这 个 集合 叫做 A ΠΒ 的 并 集 (或 各 ) ,采用 记号 U ， 记 


为 AUB， | | 
ΒΝ AUB={2,3,4,6,8,9,10) 
两 个 集合 A ，B 的 并 集 是 由 属于 A ，B 的 所 有 元 素 罗 成 ， 

的 集合 ， 可 是 也 可 以 说 ， 是 由 至 少 属于 A ，B 一 方 的 元 素 合 

11 


起 来 而 构成 的 集合 。 可 是 至 少 属于 A ，B 一 方 这 一 事实 ， 与 
第 14 页 所 说 的 属于 A 或 者 B 是 相同 的 。 

于 是 可 以 说 

A , B 的 并 集 是 属于 A 
或 者 属于 B 的 所 有 元 素 的 集 


“ 
εις 


并 集 (AUB) 


在 17 页 开头 所 举 的 例子 
可 以 与 成 

AUB={x |x 是 2 
或 者 是 3 的 倍数 ， 

ο ΒΗΜΑ, 8 两 个 集合 的 
文 氏 图 ， 它 的 并 集 是 图 110 
ΜΝ 的 涂 成 红色 的 部 分 。 

现在 讨论 新 的 集合 

CC 一 (3，5，7》 
因为 A 与 C 无 相同 元 素 ， 文 氏 图 是 图 11 中 人 @ 的 两 个 相 离 的 圆 ， 
A 与 C 的 并 集 仍 为 红色 部 分 . 

因此 ， 不 论 两 个 集合 有 什么 关系 ， 它 的 并 集 的 文 氏 图 都 
”是 二 曲线 内 的 全 部 。 
-其 次 ， 在 第 17 页 把 同时 属于 A ，B 两 者 的 元 素 全 体 作 出 
的 集合 ， 由 于 这 样 的 元 素 只 有 6 ， 得 到 集合 
{ 6) 
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把 这 个 集合 叫做 A ,B 的 交集 (或 者 共同 部 分 ), 使 用 记号 站 ， 
IC 为 
ΑΠΕΒΗΞ{6) 

由 于 A ，B 二 集合 的 交集 是 由 属于 A ，B 两 者 的 元 素 构 
成 的 集合 ， 也 可 以 说 

A ,，B 的 交集 是 属于 A 且 属 于 8 的 全 体 元 素 的 集合 。 

所 以 ， 这 个 例子 也 可 用 “与 ”这 个 词 来 说 明 ， 

即 ANB= {x |x 是 2 的 
倍数 与 3 的 倍数 ) 交集 (AnB) 

把 这 两 个 集合 画 成 文 氏 
图 ，A ，B 的 交集 为 图 12 中 
由 二 曲线 相 重 的 红色 部 分 。 

那么 ， 考 虑 第 18 页 中 的 
集合 C 和 A 的 交集 。 

C 和 A 的 交集 是 

ΑΠΕ(Ο--ἰ2,4,6.8,10}Πἠ {3.5.7} 

因为 没有 同时 属于 这 两 个 
集合 的 元 素 ， 所 以 它 的 文 氏 图 
像 图 13 那 样 ， 是 相 离 的 圆 。 

然而 ， 像 这 种 没有 共同 元 
素 的 情况 ， 要 使 加 答 交集 成 为 
可 能 ， 就 要 考虑 连 一 个 元 素 也 








没有 的 集合 。 把 这 个 集合 叫做 空 集 ， 以 # 或 { 》 这 样 的 记号 
来 表示 。 
这 样 一 来 ，A ，C 的 交集 ， 也 可 写作 
ΑΩςΞφ . 
任何 集合 的 子 集 , 此 外 , 空 集 的 余 集 为 全 集 。 
如 U==44a,b ,csde ,f/f ,pg,h} 


κ 
ες χὲ 
| Pa 


A 二 ta,b ,c,d,e 1?， B= 二 ‘a,c,e ,pg ;回答 
1 ΑΠΒ (CAUB (3)ANB ΟΩ) ἈΠΒ 
都 是 什么 样 的 集合 ? 
[Π 解 】 4) a,c,e (2) {a,b ,c,d,e,p) 
2) (gg} (4){(/,h,) 


88. 点 的 集合 


(1 ) 点 和 直线 
”研究 图 形 性 质 时 ， 时 常 在 直线 上 和 平面 上 取 一 些 点 进行 
考虑 。 此 外 ， 把 集合 用 文 氏 图 表示 时 ， 是 用 平面 上 的 点 来 表 
示 它 的 元 素 的 。 
在 直线 和 圆 等 图 形 上 ， 可 以 取 很 多 点 。 反 之 ， 这 些 图 形 
也 可 看 作 是 由 无 限 多 的 点 构成 的 。 另 外 ， 平 面 也 是 无 限 多 的 
14 


点 构成 的 。 

这 样 考 虑 时 ， 则 直线 ， 
圆 以 及 平面 等 都 是 由 一 个 一 
个 的 点 作为 它 的 元 素 的 集合 
(图 14 的 () )。 

这 样 ， 由 点 聚集 起 来 而 
形成 的 集合 叫做 点 集 。 直线， - 
圆 ， 平 面 等 都 是 点 集 。 ΒΤ 

现在 把 一 条 直线 写作 L 时 ， 则 L 是 一 个 点 集 。 因 为 无 论 
在 L 上 的 哪个 地 方 都 能 取 点 ， 如 在 两 点 A ，B 之 间 取 点 C ， 
Ας, ς ΠΒ 之 间 还 可 以 取 点 。 这 样 ， 在 两 点 之 间 依 次 及 
复 地 连续 取 点 (ΗΑ. 上 任何 短 的 一 个 线段 中 都 能 取 
无 限 多 个 点 。 所 以 直线 是 由 无 限 多 个 点 紧 挨 着 没有 空隙 的 一 
ΒΒ 点 的 集合 。 

把 直线 看 成 点 集 时 ， 可 以 
研究 它 所 具有 的 性 质 。 

如 图 15， 在 加 着 左右 伸延 
的 直线 上 取 点 P 。 这 样 做 ， 点 
Ρ 能 把 直线 L 分 成 三 个 子 集 ， 

L 二 {x |x 是 P 左 侧 的 点 } Ἢ 

Γσςρ) 

L 二 ‘x lx 是 P 右 侧 的 点 》 








直线 和 平面 是 点 的 集合 








而 BL,,，L，L: 之 间 没 有 共同 元 素 ， 
L =L UL ,UL; 
这 样 , 在 直线 上 取 一 点 , 通过 这 点 直线 被 分 成 三 个 子 集 ， 
这 一 事实 是 直线 的 重要 性 质 。 | 


| L | 


| ~ . 或 者 平行 或 者 交 于 一 点 。 二 直 
cc 线 L EL: 相交 时 ， 设 它 的 交点 
| Ὅς 


ιά 为 P 。 如 此 , 像 图 16 那 样 , 因为 


图 16 P 在 L | 上， 是 集合 L ,的 元 素 。 
为 外 , 又 因为 P 点 在 L * 上 ,是 集合 L :的 元 素 。 因 此 ， 把 仅 有 元 
素 了 的 集合 写作 P ， 考 虑 集合 P 一 《P } 时 ， 则 了 P 含 于 工 : 与 L， 
的 交集 中 。 可 是 ， 因 为 点 P 以 外 再 没有 同时 属于 L ;和 L ;两 者 
的 点 ， 所 以 P 是 1 与 L ;的 交集 
P=LNL, 

此 外 ， 因 为 集会 1 与 L ;的 并 集 L 1UL :是 L | 及 L ;的 全 部 元 
素 集聚 而 成 的 集合 ， 所 以 表示 为 直线 L ,，L 。 

这 样 ， 既 使 不 是 直线 ， 把 两 个 图 形 看 成 点 集 时 ， 这 两 个 
图 形 相交 的 点 ， 可 用 二 集合 的 交集 表示 。 

还 有 ， 两 个 完全 重合 的 图 形 ， 也 可 以 用 二 集合 的 并 集 表 
小 。 

【 想 一 想 】 在 向 左右 伸延 的 直线 上 ， 有 A ，B 二 点 ， 
ΣΑ 在 B 的 左边 。L = {x |x 是 由 A 向 右 的 点 》， 
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M={z | 是 由 B 向 左 的 点 } 时 ，A NB ，A U B 是 什么 ? 
[5 解 】 ΑΓΒ 为 AB 线段 ( 除 掉 端 点 的 ),AUB 
为 直线 全 部 。 平面 是 有 广度 的 


(2 ) 直线 和 平面 
平面 也 和 直线 一 样 ， 是 
无 限 个 紧 挨 着 的 密集 的 点 的 κ - 
集合 。 但 是 平面 与 直线 有 区 别 ， 不 仅 有 长 度 而 且 有 广度 (图 
17)。 | 

以 Z 表示 平面 ， 如 在 Z 
内 有 直线 L ， 则 工 为 Z 的 子 
集 。 像 图 18 那 样 ， 在 平面 Z 
内 有 直线 L 时 ， 则 由 L 把 平 : 
面 分 为 三 个 无 公共 元 素 的 子 集 : ΒΡ 

Ζι- (x |r 是 在 L 上 边 部 分 的 点 ) 
ZZ 二 《x |x 是 在 L 上 的 点 } 
Ζε-{χ |x 是 在 L 的 下 边 部 分 的 点 } 

【 想 一 想 】 如 图 ,二 直线 L 1,L ;相交 
时 ， 设 Z == {x |x 是 在 L ,上 边 部 分 的 点 }， 

Z 一 tx |x 是 在 2 上 边 部 分 的 点 } 时 ,ZZ，， 
2UZED GO, 由 的 哪 一 部 分 ? 

【 略 解 】 ZinZ: 是 D ，ZiUZ ;是 ， (2), 4) 
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第 二 章 。 数 与 方程 
$ 1. 数 集 与 数 轴 


(1) 整数 与 有 理 数 

进 帮 到 现在 为 止 ， 在 学 校 学 过 的 数 有 ， 整 数 ， 分 数 ， 小 
数 以 及 负数 。 

所 说 的 整数 是 

| ，2， 一 6，13，0 ， -2561，436 
这 样 的 数 ， 分 数 ， 小 数 是 


17 1 93 


3 | 
4’ 15-56" 3]7， 3121” 436. 0.3, -θ. 28 


[| 


3.1415%, -0.96 ， 0.3333...... 


这 样 的 数 。 
对 于 数 可 以 进行 加 法 ， 中 法 ， 乘 法 ， 除 法 四 种 运算 ， 
]2X 5 十 7 一 3 
4 9 [Ι4., 13 
ΑΠ 3X 


0.75X 〈4.13 十 12.73 ) 一 3.14 
上 而 运算， 你们 都 能 得 出 答案 。 

然而 ， 分 数 ， 小 数 ， 整 数 这 些 数 是 不 同 的 数 吗 ? 

把 一 个 苹果 四 等 分 后 去 吃 时 ， 一 个 人 吃 的 数量 可 以 用 分 


数 -二 表示 ， 但 是 也 可 以 用 小 数 0. 25 来 表示 。 因 而 
= 0.25 


另外 ， 分 数 二 也 能 用 分 数 纪 ， 言 ， 息 ， 这 样 的 分 数 表示 ， 


都 表示 相同 的 大 小 。 


νυν ΗΝ 





-δ- ρ- 字 这 样 的 整数 能 用 分 
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子 被 分 母 整除 的 分 数 形式 表示 。 
此 外 ， 小 数 中 也 有 


=- 一 上 -- {. 一 
0. 25 4 9 ] .4 5 ， 0. 5 303 6 
这 样 的 能 用 分 数 表 示 的 。 


不 仅 分 数 , 包括 整数 和 小 数 在 内 , 能 表 成 分 数 形 式 的 数 ， 
叫做 有 理 数 (图 1 )。 
刃 外 ， 在 小 数 的 计算 中 ， 也 有 
9.260 1.526 4.82, 3.260 1.56- 2.15 7.00 τ 
7.00 王 7 ， 像 这 种 小 数 点 以 后 都 是 0 的 数 是 整数 。 于 是 也 可 
以 把 整数 看 成 小 数 的 特殊 情况 ， 


πε] καν Ἱ 能 表 成 整数 和 小 数 形式 的 数 叫 





0.3,-0.28,1.27,-4.7 | 做 实数 〈 图 2 )。 
1.666……,0 12475 .972……， : | 因为 在 第 一 章 已 经 学 过 集 
κ“. .442 Ὁ 合 ， 对 于 数 也 使 用 集合 来 研 
13 ,一 529 ， ϱ, ΠΠ ος | 
! ， 九 o 
~ 去 (= 50.4), ίσοι 166……) 
ας “1 首先 ， 把 全 体 整数 集合 写 
作 | 
--{χ χοπ 1. 2. -ἶἰλ 0 等 等 ) 


全 体 有 理 数 的 集合 写作 
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0 等 等 上 实数 集合 为 
R 一 {x |x 是 实数 } = 《 0.25, 2, 3.1415--.-------.. , 


-1.--; 
上 等 等 ) 


这 样 一 来 ， 从 过 去 已 说 明 的 事实 中 知道 ，I ἘΚ 和 R 两 个 集 
合 的 子 集 。 
ΗΠ 
[CK, ICR 
ΗΚ ΜᾺ 两 都 含有 整数 集 工 。 
那么 有 理 数 集 K 和 实数 集 R 的 关系 又 怎样 呢 ? 
为 了 研究 这 个 问题 ， 只 要 我 们 回想 一 下 ， 如 


9， 各 种 有 理 数 都 是 实数 
666 实数 集 ， 一“ 
| -ἐ 
这 样 的 任何 分 数 都 可 以 将 分 μμ 
子 除 以 分 母后 改写 成 小 数 。 
这 征 因 为 任何 分 数 都 能 用 小 
数 表 示 ， 即 有 理 数 集 的 元 素 
KCR 


都 能 用 实数 集 的 元 素 表 示 
(8 3). 
换 句 话说 ， 集 合 K 的 元 图 3 





2} 


素 都 属于 集合 R ΕΙΚ 为 R 的 子 集 。 
KCR 


因为 把 二 化 成 小 数 时 ， 得 0. 1666…… 永 远 除 不 尽 ，6 无 
限 地 继续 下 去 。 所 以 认为 < 不 能 化 为 小 数 ， 这 样 看 就 错 了 。 


在 小 数 中 有 有 限 小 数 和 无 限 小 数 ， 因 为 6 是 和 所 说 的 无 限 小 


数 0.1666…………: 是 相等 的 。 
一 一 一 一 总 结 过 去 说 过 的 ， 整 数 








[cKcR ΑΙ. ， 有 理 数 集 K ， 实 数 集 
， 及 之 间 存 在 

| | {KOR 
ος κι 的 关系 ，K 为 R 的 子 集 。 
相反 地 ， 是 否 可 以 说 R 的 元 素 都 属于 K ? 首先 以 圆周 率 

3.1415…… 而 论 ， 可 知 虽 能 表示 成 小 数 但 不 能 表示 成 分 数 的 


数 为 无 理 数 ， 所 以 上 面 说 的 事 是 不 可 能 的 (图 4 )。 
关于 这 些 数 的 问题 在 后 而 还 要 说 明 。 
【 想 一 想 】 1. 把 下 面 的 分 数 化 成 小 数 。 


5. 1΄ --. 
1} 5. Όλη ὦ)τπ 
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(1) py (2) -3.1 (3) 4.0 α) 2.666 ee 


(5) ΠΜ. 1415---.'' 
μα 解 】 1 040)0.75(02)1.1333… (3)-0.14285714.…. 
2 属于 1 ,K,R 的 ,分 别 为 3) ν 1) 4). 4) 一 (5) 


(2) 数 轴 

实数 全 体 是 无 限 个 数 的 集合 。 而 在 第 一 章 $ 3 (参看 21 
页 ) 中 ， 直 线 也 可 以 看 成 无 限 个 点 的 集合 。 / 

因此 要 考虑 把 数 用 直线 上 的 点 来 表示 。 首 先 ， 在 一 条 向 
左右 伸延 的 直线 上 ， 按 等 间隔 取 点 。 


像 图 5 那样 ， 确 定 其 中 一 个 为 表示 0 的 点 后 ， 规 定 它 右 


侧 的 点 ， 顺 次 地 表示 为 1，2 δν πη’ ; 左 侧 为 表示 -1 ， 
2, 3, σλτληττην 的 点 。 因 为 点 无 论 在 左边 和 右边 都 龙 按 等 间 


隔 ， 取 多 少 都 可 以 ， 所 以 仅仅 这 些 点 就 能 表示 全 体 整 数 。 κ 
其 次 ， 用 把 1 的 长 度 2 等 分 后 所 得 长 度 ， 从 0 等 间隔 地 
取 点 时 ， 这 些 都 是 可 以 用 分 母 是 2 的 分 数 表示 。 同 理 ， 把 ] 


的 长 度 3 等 分 ，4 等 分 ，5 等 分 ，……， 使 用 这 些 长 度 按 等 
间隔 到 点 时 ， 这 些 点 都 分 别 地 可 用 分 母 是 3 ，4 ，5 ，…… 
的 分 数 来 表示 。 
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图 6 所 取出 的 是 分 母 为 1，2，3，4，5 所 表示 的 分 
数 的 点 ， 这 样 继续 下 去 ， 用 把 1 的 长 度 52 等 分 ,314 等 分 …… 
等 等 ， 这 样 更 短 的 长 度 去 取 点 时 ， 那 么 无 论 什么 样 的 分 数 ， 








一 


分 母 取 到 5 的 分 数 


0 ] 2 3 4 


. : . ΠΠ ， 1 “ : ᾿ I . ᾿ ͵ Τα Ξ πη . 
4 Ἔ 2 Oo 一 ἐν... LL ο. a 
可 1 . 3 ， . . Ἢ 1 3 ' . ᾿ 


和 
1 2 ι 


-Ἐ 





在 直线 上 都 可 取出 表示 它 的 点 。 
我 们 说 过 用 分 数 表 示 出 的 数 叫 做 有 理 数 ， 关 于 表示 有 理 
数 的 点 的 排列 方法 ， 有 下 述 的 重要 性 质 成 立 。 
设 表示 二 有 理 数 的 点 A ，B ， 不 管 ΑΒ 的 长 度 怎样 短 ， 
在 A ，B 之 间 表 示 有 理 数 的 点 有 无 限 多 个 . 








这 个 性 质 叫 做 稠密 性 . 
有 理 数 是 稠密 的 | 因此 说 ， 有 理 数 集 是 Ναι 
ο Α 8 的 。 | 
. 与 其 说 在 A ，B 之 间 ， 
ο ΝΑ 可 以 取出 无 限 和 多 个 表示 有 有 再 
图 7 数 的 点 ， 不 如 说 在 A ，B 之 


间 能 取出 一 个 表示 有 理 数 的 点 更 好 。 

为 什么 这 样 说 啤 ? 如 图 7 ， 因 为 如 果 在 A , ΒΖ], ΒΕ 
取得 表示 有 理 数 的 点 C ， 而 
企 A 各 C ,CC 各 B 之 间 也 还 
可 能 取得 表示 有 理 数 的 点。 
设 它们 为 D 和 E ， 还 可 以 在 
A 和 D,D 和 C , C 和 E， 
bE 各 B 之 间 取 出 表示 有 理 数 
的 点 。 .. 


η δι ---95 8 





实际 上 ， 在 > 和 -分 之 间 真 正 存在 有 理 数 吗 ?这 是 像 图 8 


那样 ， 如 果 把 分 母 通 分 ， 可 知 一 2 这 个 数 显然 就 在 它 们 中 
[3] 

在 此 以 前 ， 研 究 了 在 直线 上 取 表 示 分 数 的 点 的 方法 。 在 
表示 小 数 的 方面 ， 可 以 把 1 的 长 度 10 等 分 ，100 等 分 ……， 


就 能 取出 表示 到 小 数 第 一 κ | 

位 ， 第 二 位 ，…… 的 点 (图 | “用 小 数 表 示 

9 τα 012 3 4 
)ο 1— 


不 仅 是 分 数 ， 就 是 用 小 
数 表 示 出 的 数 (实数 ) ,都 能 
用 直线 上 的 一 个 点 表示 。 这 图 9 
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岸 ， 把 数 用 直线 上 的 点 表示 时 ， 把 这 个 直线 叫做 数 轴 。 


(38) 无 理 数 
因为 有 理 数 集 是 稠密 的 ， 所 以 取 无 论 怎样 接近 的 二 有 理 
数 ， 它 们 之 间 都 有 无 限 多 个 有 理 数 。 因 此 ， 也 许 就 认为 ， 仅 . 
仅 有 理 数 就 一 个 挨 一 个 地 没有 空隙 地 挤 满 数 轴 。 但 是 已 知 在 
数 轴 上 也 还 有 无 限 多 个 不 能 用 分 数 表示 的 数 。 
这 样 ， 把 不 能 用 分 数 形式 表示 的 数 叫做 无 理 数 。 
作为 无 理 数 的 例子 ， 考 
虑 下 面 问题 。 
如 图 10， 把 直线 上 的 点 
A ， 从 O 向 右 移 动 时 ， 正 方 
ΖΌΑΒς 的 面积 ， 当 A 和 A 来 
9 到 1 的 位 置 时 为 1 二 ! 3 
”到 2 的 位 置 时 为 2: 二 4 。 因 为 A 从 1 到 2 移动 期 间 ， 面 积 由 
1 到 4， 逐 次 到 多 ， 在 此 过 程 中 ， 面 积 有 恰好 等 于 ο ή . 
- | | 
正方 形 面 积 为 2 时 ， 设 其 边 长 为 x ， 则 有 x2= 2 ， 这 个 
实数 x (不 能 表示 成 分 数 ) 是 无 理 数 。 
如 果 把 x 表示 成 小 数 ， 来 考察 一 下 它 是 什么 样 的 数 。 
因为 边 长 为 x ， 面 积 为 2 Π|ΒΧχ-- 2. 已 知 x 是 在 1 
和 2 之 问 的 数 ，1.42= 1.96，1.52= 2,25， 由 于 边 长 增 大 面 
26 








正方 形 的 面积 是 


' 积 也 增 大 ， 所 以 | 
ΜΙ χ 是 1.4 和 1.5 之 间 的 数 。 
其 次 ， 取 到 小 数 第 二 位 时 ， 则 1.412 一 1.9881，1.423 
一 2.0164， 所 以 
χ 是 1.41 和 1.42 之 间 的 数 。 
再 如 ， 取 到 小 数 第 3 位 时 ， 可 知 ， 
x 是 1.414 和 1.415 之 间 的 数 。 
把 这 种 作法 继续 下 去 ， 易 知 x 能 用 
1.41421356 Se 
这 样 的 无 限 小 数 表 示 。 
从 图 形 中 求 这 x 的 长 度 
是 很 简单 的 。 如 图 11， 把 边 
长 为 2 的 正方 形 各 边 的 中 
点 联结 起 来 ， 作 出 正方 形 
ABCLCD ， 因 为 这 个 正方 形 
的 面积 为 2， 所 以 AB 的 长 
度 是 x。 这 个 长 度 可 以 看 作 , 
是 边 长 为 1 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 。 
作为 无 理 数 的 例子 ， 其 它 还 有 Xx’ 3, χ--5, 
ΧΞ 2, αἲξ 6 Ε Μπ ας, ,这样 的 数 很 多 。 
”这 些 数 为 什么 是 无 理 数 ? 这 个 证 明 在 此 处 省 略 不 讲 。 
”用 小 数 表示 无 理 数 时 ,一 定 是 用 不 循环 的 无 限 小 数 表示 。 


2 





在 上 面 所 举 的 例 中 ， 
如 2 一 3， 则 x 为 1.732050-………… 
α--5, 则 z 为 2.236067 ΛΑ: 
X= 2,， 则 7 γ1.2599....... --. 
χ΄--6, 则 过 为 1.4310………… 
圆周 率 7 为 4. 14150 reese. 
相反 地 ， 我 们 也 知道 不 循环 的 无 限 小 数 为 无 理 数 。 
因此 ， 如 果 考 虑 不 循环 小 数 
τ-- 一 一 1.21221222122221.……: 
加 用 人 小数 表示 | 可 知 无 论 多 少 的 无 理 数 的 例 


Ἠπ ντ 和 也 小 数 | 


舌 束 小 数 | 子 也 都 可 以 作出 。 







生理 数 < 一 > μοι 在 前 面 ， 已 经 讲述 了 能 

一 一 用 小 数 表 示 的 数 叫 做 实数 。 

实数 是 由 有 理 数 和 无 理 数 合 起 来 的 数 。 而 且 数 轴 是 能 表示 全 
体 实数 的 直线 。 - 

从 实数 集中 ， 任 取 一 个 数 ， 在 数 轴 上 就 能 确定 一 个 表示 

这 个 数 的 点 ， 相 反 地 ， 在 数 轴 





数 的 分 类 | 上 任 取 一 个 点 ， 则 被 这 个 点 表 

整数 示 的 数 也 将 唯一 确定 。 把 这 事 

有 理 数 实 叫做 实数 集 和 数 灿 上 点 集 的 

ως μα 28 一 一 对 应 。 由 此 ， 在 研究 数 的 
| 


一 些 性 质 时 ， 讨 论 数 轴 上 点 之 
28 : κι 


间 有 哪些 关系 就 可 以 了 。 

【 想 一 想 】 ”1 在 数 轴 上 ， 把 表示 (1) (2〉(3) 4) 的 
点 取出 来 。 

(1) 2.3 (2) 一 全 (3) 0.13 (4) 一 0.6 


2 在 0.563 和 0.564 之 间 的 有 理 数 和 无 理 数 各 举 出 一 个 
κ ΑΛ] 2 例如 0.5635 和 0.56353353335 :'.... 


$ 2 ， 等 式 和 不 等 式 


(1) 什么 是 等 式 ? 

在 前 节 ， 学 过 了 实数 。 此 后 ， 只 要 说 数 就 是 指 实数 。 在 
实数 中 前 面 已 经 说 过 加 法 ， 减 法 ， 乘 法 ， 除 法 计算 都 是 可 能 
的 。 当 然 0 不 能 作 除 数 ， 在 其 它 情况 下 ， 把 这 四 种 运算 组 合 
起 来 的 计算 ， 其 结果 都 是 实数 。 

且说 进 君 拿 150 日 元 去 买 苹果 ， 在 水 果 商 店 里 ， 有 价值 
为 30 日 元 ，40 日 元 ，60 日 元 的 苹果 三 种 。 用 150 日 元 去 买 ， 
正好 可 以 买 30 日 元 的 苹果 5 个 ， 也 可 以 买 30 日 元 的 苹果 1 个 
和 40 日 元 的 苹果 3 个 。 此 外 ， 能 考虑 出 正好 用 150 日 元 去 买 
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昔 果 ， 有 几 种 买 法 呢 ? 

这 就 是 要 考虑 , 像 30xX 5 ，30+ 40Χ ἃ, 30 60Χ 2. Ἢ 
30x 3 + 60， 这 样 的 式 子 虽 各 不 相同 ， 但 其 结果 都 相等 的 式 
子 能 有 多 人 少 个 。 | 

计算 式 一 给 出 ， 结 果 当 然 只 有 一 种 。 但 是 ， 得 出 同一 结 
采 的 式 子 ， 在 一 般 情况 下 ， 可 以 作出 很 多 种 。 

例如 ，4 Xx 3 一 5 的 结果 是 7 ,但 是 2 x 3 十 1， 


10 3 ,Xx 6 一 2 x 4 等 的 结果 也 是 7 。 这 样 ， 两 个 式 子 
有 同一 结果 时 ， 如 


X35=2x3+1 ἀχ3-δ-ϑχ6-2Χά 


Γ᾽ ΨΗΛΑ. 这 样 ， 可 以 用 等 号 5) 来 
4x3-5 = 2X3+1 与 。 把 这 种 用 等 号 联结 起 来 
| ΄ 的 式 子 叫做 等 式 ， 等 号 左 侧 





ο καλά κα | 
ΝΣ ᾱ 的 式 子 叫做 左边 ， 右 侧 的 式 
ο” 1 左边 ? X32 4X3 于 叫做 右边 。 两 侧 称 为 两 边 。 
1 .. 在 上 边 的 式 子 中 ， 两 边 
ΙΙ. 式 子 的 值 都 是 7 ο 


两 个 式 子 的 值 不 等 时 ， 由 于 不 能 用 等 号 连结 ， 如 

3X4 一 2 村 2x4， 22ΕΑΧΟΦᾷΛΧΟ 

-使 用 符号 二 表 式 。 志 是 左边 和 右边 的 值 不 相等 的 记号 
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【 想 一 想 】 在 下 面 式 子 的 [L |] 中， 添上 = 或 二 。 
+ 站 4 (+ 一 ) 一 2 

~ 12 4 3 4 

(2) 1.3 +2, ΑΧ 3[ |10 二 2 

[5 解 】 (1) = (2) 三 


(2 ) ”等 式 的 性 质 
等 式 
4X3 一 5 一 2X3 十 | 
ματ. 
现在 ， 把 一 个 数 ， 例 如 把 3 加 在 两 边 ， 因 为 左边 右边 的 
值 都 得 10， 等 式 : . 
4Χ 3 5+ 9π2Χ 3 十 1 十 3 
是 成 立 的 。 
同 理 ， 从 两 端 碱 去 3 ， 因 哪 一 边 的 值 都 是 4 ， 有 等 式 
4 Χ 3 一 5 3 二 2X 3 十 ι- 9 
”万 外 ， 两 边 乘 以 3 ， 两 边 的 值 都 是 21， 如 除 以 3, 两 边 


的 值 都 是 了 ， 


因此 等 式 
(4Χ3- Θ)ΟΧ35Ξ (2X3 十 1)X3 
(4X3 一 5) 二 3= (2X3+1) 一 3 
31 







等 式 的 性 质 






4X3—5+3=2X3+1+3 (¢X3— 5)xX3=(2X3+1)X3 


-ε -- αμ - 


πω πο... 22 21, 
往 两 边 加 ος 往 两 边 乘 3 


4X3--5 = 2XxX3+t 









4Xx3 一 5 一 3=2XxX3+1 一 3 (ἑΧϑ-5)!ϑ-ίζχ 1 11}54 
μα”. στ στ 了 κ . 






都 是 成 立 的 。 图 14 
在 两 边 施 行 加 ， 减 ， 乘 ， 除 的 数 不 是 3 也 可 以 。 并 且 最 
切 的 等 式 是 什么 样 的 式 子 也 都 成 立 。 | 
把 这 个 性 质 叫做 等 式 的 性 质 ， 一 般 用 下 述 形式 叙述 
【等 式 的 性 质 】 
对 等 式 两 边 ， 加 ， 减 ， 乘 以 同一 数 ， 除 以 非 零 的 同 
一 数 时 ， 等 式 仍然 成 立 。 
Εῃ | 
有 等 式 ΑΠΓΒΗΒΗ, πλ Ἡ, 
| A+C=B+C 
 Α-  (-ε-ς 
Σα AxC=BxC 
Ν Α:(τεγς (8Βς Ἐ 0) 


οὖν 


(3) 不 等 式 和 区 间 

2 和 5 两 数 哪 一 个 大 ， 这 个 问题 小 学 生 都 能 回答 。 如 二 
物品 的 重量 为 2 kg 和 5 kg， 因 为 2 kg 的 物品 必须 再 加 上 3 kg 
才 成 为 5kg， 所 以 认为 5 kg 的 物品 比 2 kg 的 重 。 然 而 ，-3.85 
Ἠι- 1.9 ΤΝ -2Ἡ1 哪 一 个 大 的 问题 ， 不 能 连 系 实际 
中 的 量 的 长度， 重量 的 大 小 来 考虑 。 

因此 ， 如 果 讨 论 有 负数 的 大 小 ,使 用 数 轴 是 非常 方便 的 。 
如 图 15， 表 出 数 轴 ， 用 直线 上 的 点 表示 数 。 


στον παρα 
-4 -ᾱ -2 -ἶ οὐ 1 2 3 4 
一 了 .85 一 1 .3 
图 15 
在 数 轴 上 的 二 数 ， 规 定 右 边 的 数 比 左边 的 数 大 。 | 
因此 ， 从 图 15 中 就 可 以 看 出 ， 一 1.38 比 -3.85 大 。 此 时 
使 用 不 等 号 > (或 < ), 记 为 | 
一 1.38>> -3.85 或 -3.85< -1.3 
在 第 38 页 中 ， 两 个 式 子 的 值 相等 用 等 号 连接 成 等 式 。 对 
于 两 式 的 值 不 相等 时 ， 用 二 把 它们 联结 起 来 。 然 而 ， 两 个 
臣子 的 值 不 等 时 ， 与 数 的 大 小 相同 ， 可 以 使 用 不 等 号 表 出 一 
边 大 于 另 一边 。 ， 
例如 ， 因 为 3X 4 一 2 一 10，2X4= 8 πα 
3Χ 4-2» 2Χ 4 
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2xX4<3Xx4 一 2 
如 此 ， 用 不 等 号 联结 的 式 子 , 叫做 不 等 式 , 与 等 式 相同 ， 
把 式 子 的 左 侧 和 右 侧 也 叫做 左边 和 右边 。 


0ο 1 


α «10 所 以 2x4<3X4-2 





16 
进 君 在 10 大 前 买 了 长 为 18cm 的 铅笔 。 但 是 今天 一 量 长 
发 现 是 7cm 了。 因为 这 是 在 10 天 之 间 逐 渐 短 下 来 的 ， 所 以 在 
使 用 过 程 中 量 长 度 的 话 ， 应 该 是 在 18cm 和 7cm 之 间 。 
于 是 ， 在 10 天 之 间 铅 笔 的 长 度 是 在 取 18 到 7 之 间 的 所 有 
Ἡ{Β πε 8 ΚΙ Γ᾽ »ΕΗ͂Η ο 





铅笔 的 长 度 


不 小 于 7 不 大 于 18 的 数 有 无 限 多 个 。 把 这 样 的 数 的 集合 
记 为 
34 


(7 了 7，18 ) 


所 说 的 不 小 于 或 不 大 于 ， 
是 说 包含 这 些 数 的 。 如 果 说 区间 的 表示 方法 
大 于 7 且 小 于 18 的 数 集 ， 
则 为 不 包含 两 端的 集合 , 记 | Ἔτσ Σ 
ec 
(7 , 18) [一 ,3) 
这 时 把 j 改 与 为 ( ) ο 4 (-ᾱ.3) ts 
() Ἁ{ 2} 组 合 起 来 ， 可 以 图 18 | 
考虑 如 下 的 集合 
(ο, 3) ee 不 小 于 2 ， 小 于 3 的 数 集 ， 
(-2, 3 ) ee 大 于 -2， 不 大 于 3 的 数 集 。 


这 样 ， 把 两 个 数 之 间 所 有 数 的 集合 叫做 区 间 。 区 间 在 数 
轴 上 可 用 线段 表示 。 

如 图 18， 我 们 规定 区 间 包 含 两 端的 点 时 用 实 点 。 表示 ， 
不 包含 两 端的 点 时 用 虚 点 0 表示 。 
在 数 轴 上 取 数 3 ， 由 它 可 把 实数 集 分 成 三 个 子 集 ， 


小 于 3 的 数 集 .……………………………. M ， 
仅 由 3 构成 的 数 集 …………… { 3 》 
大 于 3 的 数 集 τ. M ， 
oo 为 表示 无 限 大 符号 ， 如 图 19， 可 记 为 
ΜΙ (-οο, 3) 
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Μ; (3，+oo) 
如 在 数 轴 上 取 点 M ,{ 3 》 合 起 来 ， 为 不 
0123 4 3 大 于 3 的 数 集 , 记 为 (-co ， 
αυ... 3 ), 不 小 于 3 的 数 集 记 为 
[ 3, οϱ) 
【 想 一 想 】 1. 在 以 3 为 分 母 的 分 数 集 中 ， 把 属于 区 间 
(2.8, 4} 的 元 素 全 部 写 出 。 
2. 写 出 (-co 2) 和 (- 1.6) 的 交集 。 





| 9 10 11 _ 
[η ` 解 】 1. 本， 本 ， 2.( -1，2 ) 


583. 方程 和 它 的 解 


1) 什么 是 方程 ? 

进 君 现 有 4400 日 元 。 从 下 月 开始 每 月 储蓄 1200 日 元 ， 想 
在 10 个 月 以 后 的 毕业 旅行 时 ， 买 一 架 照 相机 。 要 买 的 照相 机 
是 12800 日 元 ， 癌 经 过 几 个 月 后 才能 买 威 ? 

考虑 这 个 问题 时 ， 如 果 用 _ 1 表示 从 今 以 后 的 月 数 ， 到 那 
个 时 期 所 存 的 钱 总 计 则 为 

-. 1200Χ1 1Η 4400 

把 不 同 的 月 数 代 入 箱 里 考察 ， 如 下 
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]1200Χ|5|- 4400 12800 

1200Χ|6|5- 4400 12800 

1200 Χ7}1- 4400-- 12800 

1200X18I 十 4400» 12800 
如 此 , 12001 + 4400 的 数值 ， 代 入 箱 中 的 数 不 大 于 6 时 ,都 
比 12800 小 ， 把 不 小 8 的 数 代 入 之 后 ， 相 反 地 都 大 于 12800。 
于 是 可 知 代入 箱 中 的 数 是 7 的 时 候 ， 恰 好 是 12800 日 元 而 作 


出 的 。 


在 前 面 的 例子 中 ， 使 用 字母 x 代替 箱 |L !， 则 可 表示 为 
1200x + 4400= 12800 
因为 用 x 1), Ήχ 里 代入 各 种 数 。 
在 这 个 例子 中 ， 因 为 想 在 10 个 月 以 内 买 到 照相 机 ， 往 > 


代入 的 数 应 是 集合 


X 一 (1 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) 


的 元 素 。 

1200x 1- 4400-- 12800 
虽然 是 用 等 号 连结 起 来 的 ， 
但 是 原封 不 动 地 看 ， 还 不 能 
认为 它 是 等 式 。 因 为 把 集合 
X 的 元 素 代入 x 以 后 ， 由 于 
代入 的 数 不 同 ， 可 以 使 两 边 
的 值 相 等 ， 也 可 以 使 其 不 等 


1200 X --4400-- 12800 














1200 Χ| +4400 二 12800 Ἢ 
因为 由 于 往 x 代入 数 
1200 XL 十 4400 512800 
1200 X11]+4400=12800 
而 得 到 的 所 以 不 是 等 式 
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“ 骑 自 行车 追赶 


(图 20)。 : 

现在 考虑 另外 一 个 例子 。 

如 图 21， 在 一 条 向 东西 伸延 的 道路 上 ， 有 距离 为 800m 
的 A ,B 二 点 。 进 君 骑 自 行车 以 240m 分 的 速度 从 西边 的 A 
: 点 出 发 往 东 去 ， 在 同一 时 间 
-一 一 一 他 的 弟弟 明君 以 60m 分 的 


240m/ 分 60m/ 分 | 速度 步行 从 东边 的 点 B 出 发 
ΑΦ αν | 向 东 去 。 间 出 发 后 经 过 多 少 - 

ου raw 分 钟 进 阁 筷 上 他 的 弟弟 。 
一 在 这 里 ， 用 L | 表示 出 发 


后 的 时 间 ， 能 列 出 下 式 
2401 | 二 60ἱ |-- 800 


如 果 使 用 字母 x ， 则 可 写成 
240 χ-60 χ Γ 800 


往 x 代入 的 数 是 从 0 到 很 大 的 实数 的 集合 
入 一 《0，oco) 
中 的 元素 。 因 此 ， 如 用 第 45 页 例题 的 方法 去 找 使 等 式 成 立 的 
数 ， 是 不 可 能 的 。 
上 面 考虑 的 式 子 
| 1200 χ 十 4400= 12800 
240 χ-- 60χ- 800 
仅仅 把 集合 X 中 的 某 个 特殊 的 数 代 入 x 才 是 等 式 。 
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这 样 的 ， 在 含有 字母 的 用 等 号 连结 起 来 的 式 子 ， 只 有 
用 特殊 的 数 代入 字母 ， 才 使 等 式 成 立 的 式 子 叫做 方程 。 在 方 
程 中 ， 把 具有 ;的 作用 的 字母 叫做 变数 或 未 知 数 。 把 能 取 未 
知 数 的 数 集 X ， 叫 做 变数 x 的 变 域 。 
方程 的 未 知 数 多 半 使 用 字母 * ， 但 是 x 以 外 的 字母 也 可 
以 使 用 。 因 此 ， 同 一 方程 由 于 用 不 同 的 变数 ， 如 κ 


2x 十 3 三 太一 5 2y+3= -- δ... 
这 样 可 以 有 几 种 表示 方法 。 在 一 一 般 情况 下， 多 半 用 字母 x ， 
，Z 表示 变数。 
考虑 式 子 


4ί(χ 1 3) ξ 4x 十 12 | 
把 这 个 式 子 的 左边 根据 分 配 律 展 开 ， 就 得 到 右边 。 因 此 这 个 
却 子 ， 把 任何 数 代入 * 时 ， 左 边 和 右边 的 值 都 相等 。 

这 样 的 ， 在 用 等 号 连结 起 来 的 式 子 中 ， 用 任何 数 代入 字 
“和 登 等 式 都 成 立时 ， 把 这 样 的 式 子 叫做 恒等式 。 恒等式 也 被 认 
为 是 特殊 的 方程 ， 但 是 开始 就 要 把 它 和 方程 区 别 开 。 

【 想 一 想 】 在 下 列 各 文中 ， 把 ( ) 内 的 内 容 作为 变数 
x ， 作 出 方程 | 

(1) 用 400 日 元 买 8 个 草 果 还 剩 下 40 日 元 。 

(1 个 苹果 的 价值 ) 

(2) 横 的 长 度 比 坚 的 长 度 多 5m 的 矩形 ， 其 面积 为 66m?。 

( 坚 的 长 度 ) 
9 


[5 解 】 (1) 8χ 140-400 (2) x(x+ 5)= 66 


(2 ) ”方程 的 解 
考虑 变数 x 的 变 域 为 X = {1, 5, 3) 的 方程 
4χ- θτ ατα . 

虽然 把 1 代入 这 个 方程 中 的 x 时 ， 等 式 不 成 立 ， 但 是 把 2 ， 
3 代入 时 等 式 成 立 了 。， | 

在 方程 中 ， 把 变 域 中 的 哪个 数 代入 使 等 式 成 立 呢 》 问 是 
是 要 求 出 全 部 使 等 式 成 立 的 数 。 于 是 ， 变 域 中 的 使 等 式 成 立 
的 数 叫 做 方程 的 解 。 而 把 求 出 方程 的 全 部 解 叫 做 解 方程 。 

在 上 述 例 中 ，2 和 3 是 方程 的 解 。 

方程 的 解 也 叫做 根 ， 在 本 书 中 除了 特殊 情况 外 ， 都 使 用 
解 这 个 词 。 此 外 ， 把 所 有 的 解 集合 起 来 叫做 方程 的 解 集合 。 
在 上 例 中 解 集合 是 \ 2 3). 解 方程 可 以 说 是 求 方程 的 解 集 


ἐν. 
Εο 


表示 集合 的 方法 ， 我 们 已 经 知道 如 把 {x x 是 2 的 倍数 ) 


写作 4 x [στην ! 的 方法 。 这 是 说 “使 …… 成 立 的 全 体 x 的 
集合 ”的 意思 。 
因此 ， 解 方程 
2X 十 3 三 7 


就 是 在 变 域 X 的 元 素 中 ， 求 出 代入 2x + 3 二 7 中 的 x ， 使 
等 式 成 立 的 元 素 的 集合 。 于 是 解 方程 2x + 3 = 7 是 在 集合 
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X 中 , 求 出 {x |2αχ 93 
二 7 } 这 样 的 子 集 (图 22)。 
【 例题 】 解 下 列 方程 


9x 十 lI il 


(1) 3 


Χτ { 5, 4, 5) 
(2) αἲ ἂχ 4 





2 Χι +3=7 
X 一 (11，2 3) 
2 XI 十 3 丰 了 
( 解 ) (1) 是 2 Xl2j+3=7 
x 二 3 时 
2 X 3 十 1 、 3— 1 
3 
X 4 
κ -- 4 2 十 1 4 一 | 
4 
rx 二 5 时 人 | 
由 此 则 解 是 4。 
(2) 是 


χι 1 二 3X1 十 4 
χ-:-9 2235 3Χ 2 4 
3 时 32 近 3X3 十 4 


因此 无 解 。 
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和 





一 一 

无 解 | 
ΙΧ) }--3Χ| 1-54 | 
Γκ ΣΩ κα | | 






ο κ ο στ ὃν κα =» | 
ην» 
χα δα 4 ,是 无 解 的 
图 23 


像 上 例 中 (2) 那样 ， 无 解 时 ， 解 集合 是 空 集 。 这 个 方程 
xX? 一 3X 十 4， 以 4 代入 x ,等 式 成 立 。 但 是 因为 4 不 包含 在 
变 域 X= 二‘ 1，2，3)} 中 ， 因 此 这 种 情况 下 无 解 。 

【 想 一 想 】 1. 变 域 为 X= ( 2，4，6，8 } 时 ， 解 下 列 
方程 / 
(1) 2 十 3 一 47t 一 5 (2) x 二 12= 8χ 

(3) -2 (αχ 1:1} --5--χ 4) 0 (x+2)=0 
2. X= {ιν 2, 3} 时， 作出 解 为 3 的 方程 

[ΒΒ 解 】 1. 4) 4 (2) 2，6 (3) 无 解 

(4) 2，4，6，8 2. βᾷ 


42 





方程 的 历史 (其 一 ) 


在 纪元 前 16 50 年 间 , 埃及 的 阿 梅 斯 写 了 帕 匹 鲁 斯 ， 


i 这 是 所 知 的 最 古老 的 数学 书 。 所 说 的 帕 匹 鲁 斯 是 采用 
， 水 草 作 纸 而 成 的 。 在 阿 梅 斯 的 粕 匹 鲁 斯 中 ， 说 明了 有 
Ι 关 分 数 的 一 些 问题 ， 也 记载 了 几 个 归结 为 一 次 方程 的 


问题 。 
一 方面 ， 约 在 纪元 前 2000 年 在 巴 比 仑 ， 数 学 相当 


j 发 迷 ， 不 仅 是 一 次 方程 ， 就 连 二 次 方程 也 都 知道 了 。 


但 是 在 埃及 和 巴 比 仑 的 数学 中 ， 因 为 不 能 采用 符 


jh 号 和 字母 把 实际 问题 用 式 子 表示 出 来 ， 而 只 是 用 语言 
i 说明 解法 。 此 外 ， 在 这 一 时 期 还 没 研究 解 一 次 方程 的 
ji 一般 方法 


虽然 最 先 使 用 符号 表示 方程 的 是 春 看 图 (纪元 300 


和 年间 ， 但 是 因为 还 不 知道 负数 ， 各 种 关系 处 理 的 不 
] 好 。 


用 现在 的 字母 和 符号 ,这 种 表示 方法 来 研究 方程 ， 


”是 很 久 以 后 的 事 了 。 
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$ 1 ， 同 解 变形 


(1) ΕΙΠΕ ΠΠ 

前 章 第 49 页 在 83 方程 的 解 ， 中 ， 说 解 方程 是 把 变 域 

- X 中 的 每 一 个 元 素 代入 方程 的 变数 x 去 找 解 ， | 
但 是 如 果 方程 的 变 域 X 是 全 体 实数 的 集合 ， 成 为 实数 区 

间 的 时 候 ， 因 为 变数 是 无 限 多 个 ， 所 以 用 这 种 方法 去 解 是 不 

可 能 的 。 ΠΠ ' 

变 域 为 全 体 实数 的 集合 时 ， 解 方程 


3 (X 一 2) -1 一 2(04 一 ..................... © 
进 君 考虑 了 下 面 的 方法 。 
首先 ， 去 挥 式 子 两 边 的 括号 ， 进行 整理 ， 得 到 方程 
3 一 7 一 8 一 2 和 Xe (2) 


3Χ--72Χχ--8--2χ δα 
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整理 两 边 得 方程 


其 次 把 7 加 在 两 边 得 
5x 一 7 十 7 一 8 十 7 
整理 后 得 方程 


所 以 解 是 3 。 | 
把 进 君 的 这 种 解法 ? 再 假 坦 一 步 研究 。 





首先 ， 说 解 是 x =3 是 τ κοτε 
不 合适 的 。 χ-3 仍然 是 方 ---- 
程 ， 可 以 说 方程 的 解 是 3 
ο. bi 
其 次 ， 进 君 从 方程 外 出 所 以 3. 
发 ， 把 两 边 进行 几 次 整理 的 按 这 个 求解 
同时 ， 在 中 间 进 行 了 | 
“把 2 x 加 在 两 边 ” πη (α) 
“把 7 加 在 两 边 ” oo .. (OD) 
“用 5 除 两 边 ” ss ----- Μι CC) 


ΒΒ, Φ. ΘΉΡΗΕ, 3: 18|π 2 x 和 7 加 在 两 边 ,以 
及 用 5 除 两 边 ， 是 从 第 40 页 的 使 用 等 式 变形 的 想法 来 的 。 
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但 是 ， 仔 细 想 一 下 ， 可 以 看 出 @， 忆 ，(© 的 变形 ， 并 不 
叫 等 式 变 形 。 
为 什么 这 样 说 ”方程 是 只 有 把 它 的 解 代 入 变数 x 时 ， 才 
能 成 为 奔 式 。 它 和 只 把 等 式 变形 ， 意 四 稍微 有 些 出 入 。 
在 这 里 ， 仅 仅 是 从 方程 岂 出 发 ， 依 次 地 作 人 @，@) (0Η8 
ΕΕ, 13, Θ, ὦ, ΘΗΗ7Ρὲ (图 2 ) 。 
| 





χίχ- 2}--1-2ί4-.ὶ 
打开 括号 | κα 





[ΠΜ x = 二 3 ， 只 是 当 把 3 代入 x， 成 为 13j 一 3 ， 
等 式 才 成 立 。 

因而 x 一 3 的 解 是 3 。 于 是 把 3 λές, Θ, Θ. 
的 x 进行 试验 ， 可 以 看 出 每 个 都 是 等 式 ， : 


3 (8 一 2) 一 1 =2 (4 一 3 ee OD) 
3 Xi 一 7 一 8 一 2 Χιᾶι ss OO 
5 XI3 一 7 一 8 ...........-... 的 Ω)' 
5 X31 一 15 νι -- Ω)' 


确实 3 古 最 初 方程 的 解 ， 进 君 的 解法 是 正确 的 。 
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那么 为 什么 把 3 代入 后 都 成 为 等 式 ?” 试 说 明 其 理由 。 首 
先 ， 于 方程 人 把 3 代入 x ， 得 
3 (31 一 2) --1--2(4--31) .vs (1)᾽ 
使 两 边 的 值 为 2 的 等 式 成 立 , 所 以 ,将 认为 3 是 方程 四 的 解 。 
此 时 ,因为 打开 两 边 的 揪 号 进行 整理 ,两 边 的 值 也 不 应 变化 ， 
如 
3 ΧΦ 一 7 一 8 一 2XI3 νεος (2) 
得 到 两 边 的 值 也 都 是 2 的 等 式 ， 
其 次 , 往 @' 两边 加 上 2 xl3J 时 ,因为 两 边 的 值 都 增加 6 ， 
由 等 式 性 质 知 ， 可 得 到 
5 X13 --7 --8 --..»νν..ν.τενετεννένενννένένένννν ο (3)! 
这 个 是 等 式 。 
由 等 式 的 性 质 ， 把 7 加 在 的 两 边 ， 其 两 边 再 除 以 5 ， 
也 仍然 是 等 式 ， | 
5 Xi3 一 15 κέν νένέεν κκ εν ερ εως (4)᾽ 
3.' 一 ss (5) 
这 样 , 把 3 代入 方程 中 时 ， 因 为 那个 人 ' 式 子 成 为 等 式 ， 
ΜΗ ΕΕ ΗΘ’, Θ’,Θ',Θ'ο ΠΒ ΤΩΘ’,Θ', ὦ 
(9" 是 x 代入 3 而 得 到 的 ， 可 以 说 
α 方程 由 的 解 ， 也是，(3)，(W， 回 各 方程 的 解 。 
其 次 ， 把 不 是 方程 的 解 的 数 (例如 4 ) ,代入 时 ， 如 
3X (4 一 2) 站 2(4 --ιδι) 
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“这 次 就 不 是 等 式 。 此 时 ， 像 前 面 那样 依次 变形 后 ， 可 作出 
| 3 Χιάι- τε) 8-2κι4 
5χιά͵-Τ( } ἃ 
5XlL4:  ) 15 
41 )ὶ 
这 些 式 于 ， 
考虑 在 ( )， 中 ， 写 入 = 和 和 





3Χι}-1 .8—2xU τ; 寺 哪 一 个 时 ， 由 于 最 初 的 式 

x 4 子 就 不 是 等 式 ， 所 以 无 论 每 

LU _3 / 个 ( ) 中 也 都 应 是 去 (图 

[TD | ΜΝΕΙΑ 

ΧΙ -1 8 一 2 XU 4 b 如 果 一 数 不 是 方程 

i | ”加 的 解 ， 那 么 也 不 是 @, @) 
ο... 个，@@ 的 解 。 

不 成 为 等 式 时 的 变形 把 前 页 的 a 和 这 页 的 4b 

图 3 放 在 一 起 可 知 ，QD 的 解 也 是 


4)，( 引 的 解 。 由 此 可 以 说 方程 上 中， 四，@，@，@@ 具 有 相同 
的 解 集合 。 | 


把 解 都 相同 的 方程 叫做 同 解 方程 。 
【 想 一 想 】 Χ-{ι. 2. ，3 } 有 时， 下面 的 方程 哪些 
是 同 解 方 程 ? 
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(1) x =2 (2) 2x+3=4x 一 3 
(9) αχ 一 3 一 2X 
κα 解 】 (2) 和 (3) 


(2) 同 解 变形 
如 同 在 前 页 以 前 说 的 那样 ， 解 方程 就 是 ， 依 次 地 作出 同 
前 一 个 方程 的 同 解 方程 ， 最 后 得 到 x = 口 形 的 方程 就 可 以 
Τ. 
因此 ， 只 要 知道 作 什么 样 的 变形 才能 得 到 同 解 方程 ， 方 
能 解 方 程 。 把 不 使 方程 的 解 发 生变 化 ， 所 作出 同 解 方程 的 变 
形 ， 叫 做 方程 的 同 解 变形 (图 4 )， 
像 下 面 的 变形 就 是 同 解 变形 。 
ο ”打开 方程 两 边 的 括号 再 进行 整理 。 
ο (1) 方程 两 边 加 上 相同 的 数 或 式 子 。 
( 2) 从 方程 两 边 减 去 相同 的 数 或 式 子 。 
(3) 方程 的 两 边 乘 以 相同 的 非 堆 的 数 。 
(4) 方程 的 两 边 除 以 相同 的 非 零 的 数 。 
在 第 二 章 的 $3 (参看 第 49 页 ) ,所 研究 过 的 方程 变数 x 
的 变 域 ， 是 很 少 几 个 元 素 的 有 限 集合 。 但 是 在 研究 从 实际 问 
题 中 得 到 的 方程 时 ,在 很 多 情形 下 都 要 考虑 全 体 实数 的 集合 。 
于 是 从 此 以 后 ， 变 数 是 所 有 实数 的 时 候 ， 不 特别 写 出 变 
域 都 是 可 以 的 。 并 且 ， 不 写 变 域 时 ， 就 认为 变 域 是 所 有 实数 


49 


3CX 
并 且 








η 





同 解 变形 







3x~2+2=6x+13+2 (3x—2)XxX4=(6xt+13)X4 
往 两 边 加 2 κ. 把 两 边 4 信 
3x 一 一 15 31-26 1χ1Τ]}3 1---------------- 
ιν ΣΠ 
3r~-2— 6r=6xt+13— ος | (3χ-2“Ξ (6x 二 13 
从 两 边 减 去 6r ' (不 是 同 解 变 形 ) 





图 4 


例如 在 第 538 页 研究 的 方程 ， 不 特别 写 出 变 域 ， 只 写 
το) 一 1 一 上 (4 一 ) Βῇ aT。 | 
因为 所 说 的 同 解 变形 ， 是 方程 的 解 不 发 生变 化 的 变形 ， 


可 以 使 用 集合 符号 ， 写 作 


[al 
La 


{x δα -2 1-204 -vax_7=8-2x， 
‘x |5x 一 7 一 8 Ες (x |5x=15)= {x |x=3) 
【 所 一 想 】 把 下 列 方程 按 同 解 变形 的 方法 变 成 * = 已 


的 形状 。 
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( 1) 7 Χχ ----δίχ3]) 
( 2) ο(ὁχ 一 1) 十 13 王 2(02X 1} 
ἵν 解 】 (1) xx 一 13 (2) xx 一 一 1 


$ 2. 一 次 方程 的 解法 


(1) 一 次 方程 的 解法 

有 一 个 两 位 的 整数 .个 位 数 和 十 位 数 的 数 子 的 和 为 9， 
将 个 位 和 十 位 数 的 数字 调换 后 所 得 到 的 数 ， 较 原 数 的 2 ΤΗ] 
9 ， 试 问 这 个 整数 是 多 少 ? 





这 个 问题 ， 虽 然 可 以 通 一 次 方程 的 例子 
过 对 几 个 数 的 考察 之 后 ， 能 2 
πμ... 
而 汗 地 得 到 答案 ， 但 要 用 列 - ~ Cs 
方程 的 方法 解 一 解 看 。 t+4 一 2t=5( 一 1) 
设 个 位 数 的 数字 为 x ， 2 110{9 -α) {αὶ -9. 
” 则 十 位 数 的 数字 必 为 9 一 x ， 0 
这 个 整数 可 表示 成 
10 (9 一 x ) 十 x， 于 是 从 间 题 的 叙述 中 避 得 方程 
2 {10(9—x) +x }—9=10x 十 (9 一 X) ---:-....... () 


把 这 个 方程 打开 括号 后 ， 只 含有 x 的 一 次 项 ， 但 不 含 高 

于 一 次 (x* ，x?” 等) 的 项 ， 把 这 样 的 方程 叫做 一 次 方程 
(图 5 ) : 

方程 山 的 变数 x 的 变 域 ， 虽 然 应 为 1 到 9 的 整数 ， 但 是 

把 全 体 实数 的 集合 作为 变 域 去 解 。 

{ ol 


首先 ， 把 由 两 边 的 括号 打开 再 进行 整理 得 


一 18X +171l ολ... ΠΝ 
其 次 ， 由 于 从 两 边 减 去 9x， 得 
—18x 十 171 -9χ = Qe ... 0) 
”再 把 左边 归纳 一 起 ， 得 
一 27X 十 171 一 9 ee tt 个 
其 次 ， 从 两 边 减 去 171， 得 
--07χ--9--17] ---.--.... Μην G 


即 得 出 一 27x 一 一 162 
两 边 除 以 一 27， 得 
ov (6) 

到 后 的 方程 人 的 解 是 6 ， 
因为 从 直到 全 是 同 解 变形 ， 所 





一 18xr 十 171 一 9x 十 9 


| 
| 
| 
移 到 左边 一 | 以 最 初 的 方程 的 解 也 是 6 。 


一 18x 十 171 一 9x=9 


把 6 代入 最 初 的 方程 中 的 


| 一 27x 十 17T= 9 - 
ΛΙ ,由 于 
μα 左边 二 2 {109 --ι6ι) 


图 6 十 6 1 一 9 二 63 
丰 边 二 10X6j 十 (9 一 :61) --63 | 
的 确 可 以 断定 它 是 解 。 


而 且 由 于 6 是 1 到 9 之 间 的 整数 ， 所 以 可 知 这 季 开 始 的 - 
问题 中 的 两 位 数 是 36。 
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前 页 的 变形 ， 从 人 @O 式 两 边 减 9 xx 得 多 式 ， 从 的 起 两 边 减 
去 171 得 合式 。 可 是 比较 外 式 国 式 画 波纹 线 人 人 公 的 部 分 ， 
09 式 是 把 人 式 在 边 的 9 x 变 号 后 的 一 9 x， 移 到 左边 后 得 到 
[ήν Ἠ2Ν8. ΚΟ ἩΣ ΩΝ δας ΗΝ 横 线 一 一 一 的 部 分 ,知人 @ 式 是 把 @ 
ΑΣ) 边 的 171 改 变 符号 后 的 一 171 移 到 右边 得 到 的 ， 

这 样 , 我们 要 注意 ,把 两 边 加 上 或 减 去 相同 的 数 和 式 子 ， 
入 和 把 -… 边 的 数 或 式 于 改变 符号 移 到 为 -- 边 相同 的 。 于 是 把 
在 - : 边 的 数 或 式 子 改变 符号 
移 到 另 一边 的 作法 ， 叫 做 移 
(816). 





一 次 方程 的 解法 


ο 去 掉 插 号 后 整理 


移 项 也 是 方程 的 同 解 变 μμ”. 
形 。 | ο 把 含 1 的 项 移 到 左边 

， 一 64+4 二 一 5 

这 样 ， 怎 样 解 一 次 方程 ο 把 常数 移 到 右边 
大 致 清楚 了 : 先 整理 两 边 ， θιξ- 98 


经 过 移 项 ， 把 含 x 的 项 移 到 
左边 ， 把 不 含 x 的 项 移 到 右 ο, 
边 。 而 且 ， 在 最 后 要 用 x 的 
系数 除 两 边 。 | 
在 下 面 把 解 一 次 方程 的 步 骂 归 纳 如 下 。 
[一 次 方程 的 解法 ] 
o 如 果 含 有 分 数 时 , 两 边 乘 同一 数 , 使 方程 中 不 含 分 数 。 
o 方 程 中 有 括号 时 ， 打 开 括号 。 


ο 两 边 用 7 的 系数 来 除 
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o 把 两 边 归纳 整理 。 

ο 在 右边 如 有 含 未 知 数 x 的 项 ， 把 它 移 项 到 左边 。 
ο 在 左边 如 有 不 含 x 的 项 , 把 它 移 到 右边 。 

oo 把 两边 整理 成 OQx = 和 公 的 形式 。 

0 把 两 边 用 QO 除 后 ， 得 到 x == 口 形式 的 方程 。 

ο 解 是 口 。 

【 起 一 想 】 解 下 列 一 次 方程 

(1) ὀχ 十 7 一 X 15 

(2) 2(4 十 3X) 二 10 一 3(xX 十 1 ) 


» κὸ - 3 
(5) 3 十 本 ο 十 本 


( 4) 0.13x 十 0.08 一 0.2 一 0.02x 


[ 解 】 (1) 4 (2) -二 (5) -5(04) 0.8 


(2) 各 种 例子 | 

从 这 里 开始 ， 通 过 例题 赔 明 一 次 方程 的 解法 。 并 且 也 研 
究 把 应 用 问题 列 出 一 次 方程 : 

【 例题 1 】 解 


X 十 2 42 --] 


-.ᾱ-. 
4 | 3 6 


( 解 ) ”两 边 乘 以 4 3, 6 的 最 小 公 倍 数 12， 
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χ Τε x 12 + 一 一 X12 二 书 x12—1 x12 
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α(χ 十 2) 十 4(2x - 1) 二 2x 一 12 
整理 后 ， 得 τας 二 +2 二 2xX 一 12 


把 2x 移 项 9x 十 2 二 一 12 
把 2 η πι 9x 一 一 14 
xx 一 一 二 (9) 一 
9 9 


在 本 书 中 把 方程 的 解 写 作 一 - ， 有 时 也 把 解 写 作 x 一 


-车 。 但 是 ， 应 尽量 地 用 仅仅 写 数 的 方法 。 


【 根 一 想 】 解 下 列 一 次 方程 





(9) ανν --2)--3( γ”-γ) 
Γρ 解 ]】 (1) 一 3 (2) ο 
【例题 2】 88 
一 2(X 十 1) 十 5X 一 3(X 十 1) 
( 解 ) ”把 括号 去 掉 再 整理 之 ， 得 
3x 一 2 一 3x 十 3 


移 项 后 得 0 一 5 
| | 55 


盐水 ? 


最 后 的 式 子 是 0 和 5 相等 ， 这 是 不 合理 的 ， 但 考察 前 一 - 
个 式 子 ， 因 为 左边 是 从 3 x 中 减 去 2 ， 右 边 是 往 3x 加 上 3， 
把 什么 数 代 入 x ， 这 也 不 是 等 式 ， 因 而 这 个 方程 无 解 。 

( 答 ) 无 解 

与 上 例 相 同 ， 整 理 两 边 之 后 ， 如 果 得 到 两 边 相 等 的 式 

子 。 
3X 一 2 一 3JxXx 一 2 

无 论 用 什么 数 代 入 x， 等 式 永 远 成 立 ， 因 此 ， 如 果 变 域 是 实 
数 集 ， 则 解 是 所 有 实数 (图 8)。 









殊 的 一 次 方程 







特 
αχ οΞ 3x 十 3 位 37x—2=3x 一 2 二 
3Χ|1|-- 2 3453 ΧΙΙ) 4 3 3ΧΗ|- 2-3 χ|}}--ᾳ 
3 Χ|3}-- 2 35 3 Χ|2|1 3 3Χ|3|-2--3Χ|5|-- 2 
3 XB 一 23 XkI+3 3 ΧΙ] -2 =3 Χι]-- 9 
这 个 无 解 





解 是 所 有 实数 





【例题 3] 
有 浓度 为 6% 的 盐水 300 8 。 往 这 里 注入 浓度 为 10% 的 
盐水 后 ， 想 得 到 浓度 为 8.5 % 的 盐水 ， 问 应 加 入 多 少 10% 的 


( 解 ) ”把 注入 的 10% 的 盐水 重量 作为 未 知 数 ， 以 xg 
此 时 8.5 % 盐 水 的 重量 为 ( 300 {-χ}6 Πο). 
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各 种 溶液 中 盐 的 重量 为 
6% 的 盐水 3008 ΒΕ 
的 重量 为 






混合 盐水 
6% 。 0 的 苦水 100 的 盐水 : 
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10 
盐 是 Ὁ κοῦ 盐 是 100 “ὁ 














2 NG 


2 9 2 





XX sme ( bp) 8.5%% 的 盐水 3 
起 是 7X(300+x)8 
8.5% 的 盐水 (300 十 x )g 
图 9 
中 盐 的 重量 为 
8.5 
00 X(300 十 X )g (ο) 


”但 是 ,( a ) 与 (2) 相 加 应 与 ( c ) 相等 。 由 此 ,就 得 
到 了 所 求 的 方程 ; 


8.5 
ΠΣ Χ 300 十 一 一 η ΧΧΧ (300 +x) 


两 边 乘 以 100 ,得 
6 Χ3001-10χ 一 8.5 (300 十 XxX) 


1.5x 一 750 ον X=500 
可 知 注入 10% 的 盐水 500 g ， 方程 确实 成 立 。 
| (3) 500ρ 
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如 上 例 ， 解 应 用 问题 时 ， 列 方程 是 比较 难 的 。 怎 样 解 应 
用 问题 ， 可 归纳 其 步骤 如 下 : 

oo 确定 什么 是 未 知 数 。 

o 考虑 什么 是 相等 的 量 ， 什 么 不 是 ， 以 后 列 出 方程 。 

co 解 方程 。 

o 由 具体 问题 确定 变 域 ， 考 虑 方程 的 解 作 为 应 用 问题 的 

党 案 是 否 合 适 。 

【 想 一 想 】 1. 解 下 列 方程 

(1) 5(xX++3)—3(xX—1)=6(5—X) 

( 2) 5(xX 3) —3xX=2(x 一 6) 

2 .平时 以 5k m 了 小 时 的 速度 从 家 出 发 步行 到 学 校 时 ， 述 到 

10 分 钟 。 如 果 乘 自行 车 以 15k πι 小 时 的 速度 去 学 校 时 ， 则 
比 平时 早 到 校 2 分 钟 ， 问 到 学 校 的 里 数 是 多 少 ? 


[ 解 ] 1.(1; 5 (2) 无 解 2. 设 路 程 里 数 为 xk m 


-.ἆ .. 10 
ΓΝ τμ π 解 方 程 后 得 1.5k πι 


9 3. 多 变数 的 方程 


进 君 和 弟弟 明君 二 人 各 有 球 若干 个 ,两 人 的 球 合 在 一 起 是 
6 个 。 此 时 ， 以 L 表示 进 君 的 球 数 ， 以 UU 表示 明君 的 球 数 ， 则 
08 





因为 往 L 与 JU 内 添 入 的 数 是 球 的 个 数 ， 所 以 变数 x， 
παν 
= (1,2,3,4,5,6 } 
Y= {1 2,3,4,5,6 》 
x 十 一 6 式 中 虽然 含有 两 个 变数 ， 但 是 用 任意 数 代入 
x 和 >》 了 也 可 能 不 是 等 式 ， 但 这 也 是 方程 。 像 这 样 的 式 子 ， 把 
含有 两 个 以 上 变数 的 方程 叫做 多 变数 方程 。 另 外 ， 由 于 把 变 
数 叫做 元 ， 所 以 像 @ 这 样 的 两 个 变数 的 一 次 (不 含 x?,xy， 
y? 等 的 方程 叫做 二 元 一 次 方程 。 
把 数组 代入 QD 式 的 凯 和 UU， 是 1 和 和 1， ιτ 和 2 -..... ， 
3 和 4 ，……… ，6 和 6 这 样 的 36 种 。x 是 2 ,y 是 4 的 时 候 ， 
如 果 写 成 “2、4) ν 则 这 些 数 组 能 表示 成 | 


(1, 1). «1. 2. .i (2, 4) τινες ο (3 4) 
(6. 1) (6, 9), ene . (6. ϐ) 
在 这 些 数组 中 ， 例 如 (2, 9) 代入 LJ 和 U 中 ， 

(2! Γ(β) Ἔ6 


等 式 是 不 成 立 的 。 然 而 把 (2 4) 代入 后 , 可 以 看 出 是 成 
由 于 其 它 数组 (1，5)，(3，3)，、(4，2) ，(5，1) 代入 也 都 成 
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立 ， 所 以 方程 的 解 是 
(1. 5). (2, 4). (3, 3). (4. 2), (5,2 
可 是 在 第 69 页 的 方程 
X 十 少 一 6 ee ΠΩΣ, (2) 
中 ， 变 域 X 和 Y 是 全 体 实数 的 集合 时 ， 因 为 什么 样 的 实数 代 
入 x ，y 都 可 以 ， 代 入 x ，y 的 数组 是 无 限 多 的 。 






1)( f 2.5)(2. + 十 y 二 6 的 变 域 和 解 集合 
,1) (3.273,3M3,4)(3,5)(3,6) 解 是 - 
4, 24,3)(4,4)(4,5)(4,6) | (1,5),(2,4),(3,3) 
)(5,2)(5,3)(5,4){5,5)(5,6) | (4,2),(5,1) 
(6,1)(6,2)(6,3)(6,4)(6,5)(6,6) 和 


ΒΗ 10. 
多 变数 方程 的 变 域 为 全 体 实 数 的 集合 时 ， 一 般 是 不 特别 
写 出 其 变 域 的 。 
且 看 这 时 方程 的 解 是 什么 样 : 
把 @ 式 变 成 
7 一 6 一 X 
的 形式 后 ， 每 当 把 不 同 实数 代入 x 后 ， 就 确定 了 一 个 不 同 的 
代入 的 实数 。 但 是 x 可 代入 无 限 多 个 实数 ， 因 此 由 这 个 方 


程 可 以 求 出 | 
(一 2.8),( —1,7), (0, 6), (0.5,5.5), (4, 2). 


νόσον (95, -- 89) 4 (06. --90) 4 1... 


这 样 的 无 限 多 个 解 (图 11)。 










，。 ” 变 域 是 所 有 实数 时 ， 一 ν θα Ν΄ 
般 来 说 ， 多 变数 方程 有 无 限 | (zx,6 一 x) | zx 是 实数 ， 
人 χ Η ΧΙΛ 
多 个 解 。 - (—2,8),(—1,7), (0,6) 
”在 下 面 研 究 变 域 是 几 个 (0.5,5.5), (4,2), (5,1) 
数 的 二 变数 二 次 方程 (二 元 求 出 无 限 多 个 这 样 的 数 
二 次 方程 ) 的 例子 。 ..-ὲ-... 
' [5 题 ) Χ-ί-3, πη 
| μα 
ο ) 1，2 |; Υ-ί 1.2.4} 


解 出 方程 χ᾽--γ--0 
( 解 ) 变形 为 yy --χ;, ， 把 X 的 元 素 代 入 x。 
把 一 3 代入 x ,得 γς--3)2--9 


把 二 代入 x ， 得 y= (7) 2 一 


把 1 代入 x ， 得 γξιΣ51 
把 2 代入 x， 得 Ρ 327 --4 


[ Ἢ Y= (二 ,1，2，4 ὃν ΒΗ 


解 是 (σι 下) ，(1，1)，(2，4) 


【 想 一 想 】 1. 列 出 下 面 各 题 的 方程 。 
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(1) 二 边 的 长 为 x 及 的 矩形 ， 它 的 面积 为 36。 

(2) 用 300 日 元 买 来 40 日 元 一 个 的 下 条 个 ， 和 20 日 

一 个 的 柿子 个 。 

(3) 有 个 位 数 为 x，10 位 数 为 了 的 两 位 数 ， 把 10 亿 数 
和 个 位 数 调 换 后 所 得 的 数 ， 比 原 数 大 27。 

2. X={1,2,3 }， Y= (1, 2, 3 }) 时 ， 解 方程 

X —2y 三 一 1 

【 略 解 ] 1. (1) xy=36, (2)40x 120γ--300, 

(3) x τιν 十 27 一 10x Εν 

2. (1，1)，(3，2) 


ὃ 4. 联 立 方程 


(1) ΒΕΩΡ 
如 前 节 开 头 所 说 的 , 进 君 和 他 的 弟弟 明君 共有 6 个 球 时 ， 
如 以 x 表示 进 君 的 球 数 ， 以 表示 明君 的 球 数 ， 可 得 方程 


但 是 这 方程 有 
(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1) 

等 五 个 解 ， 但 仅仅 知道 这 个 ， 还 不 清楚 每 人 究竟 有 几 个 球 。 
但 如 果 进 一 步 还 知道 ， 进 的 球 数 比 明 的 球 数 多 2 ， 则 可 
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得 到 方程 


这 个 式 于 变数 x ， 上 的 变 域 也 和 前 面 的 相同 ， 为 X 一 《1,2， 
3，4，5，6 ἐν Υ-{1,. 2, 3,4,ἃ 5. ϐ }ο 

在 这 个 变 域 中 去 研究 方程 @， 由 于 知道 x 比 大 2 ， 可 
知 有 四 个 解 。 

(6,4),(5,3),(4,2),(3,1) 

这 样 一 来 ， 由 于 方程 中 的 解 是 五 个 ,方程 @ 的 解 是 四 个 ， 
但 是 使 届 , 的 两 者 都 成 立 的 解 是 它们 的 交集 ,只 是 (4，2 )， 

把 方程 DD 各 放 在 一 起 考虑 ， 求 使 两 个 方程 都 成 立 的 解 
时 ， 像 


这 样 ， 把 方程 用 括号 连结 在 一 起 ， 叫 做 变数 为 x ν 的 联 立 
方程 。 于 是 这 个 联 立方 程 的 解 是 (4 ，2 ) 。 / 

下 面 再 考察 另外 的 例 
Τι | 

7 有 一 和 矩形， 其 周 长 为 
οτο m， 面 积 为 44 cm :。 求 
此 和 窍 形 各 边 的 长 , 

考虑 这 个 问题 时 ， 设 相 μα. 
邻 二 边 的 长 度 为 xcm 和 





ycm， 可 得 联 立方 程 
{ Ἔ2γν -:2ὐ''''''...'' 和 (3) 


在 这 里 ， 和 的 变 域 可 以 看 作 是 小 于 13.5 正 实数 
(图 12)。 

在 这 里 无 论 方程 G) 或 方程 约 的 解 都 可 以 是 无 限 多 个 。 但 
ο ἘΠΕΙΒ ΕΘ, ΘΠ ΒΙΗΗ͂Ι, ΜΠΑΛΗ (8, 5.5) 和 (5.5，8) 
这 两 个 。 无 论 其 中 哪个 ， 都 是 二 边 的 长 度 为 Ac m 和 5.5cm。 Ἢ 

一 般 地 ， 联 立方 程 的 个 数 与 变数 的 个 数 相等 。 因 此 ， 在 
”只 有 变数 x ，y 的 时 候 ， 式 子 的 个 数 为 2 ， 变 数 为 X，y,z 
时 ,方程 的 个 数 必须 是 3 。 
解 联 立方 程 此 外 ， 所 谓 解 联 立方 


νη 程 ， 就 是 求 出 使 其 中 所 有 方 
二 | 2 x+ 2 y=27| 程 都 成 立 的 解 ， 换 名 活 说 ， 

Ni(x,y) |xy=44| | 就 是 求 出 每 个 方程 解 的 交集 
1.12.5),(2,11.5),. (814) 。 前 页 的 联 立 方程 


(5.5, 8),.,(8,5.5),*| | 
nt 29) (αμ). 由 已 有 xx，?) 两 个 变数 ， 两 


(5.5, 8) 5.5) | 个 都 是 一 次 方程 ， 这 样 的 
={(5.5, 8 ),(8,5.5)) -. ΜΙ 
μα 方程 叫做 二 元 一 次 联 立 方 

ΤΉΝ, 程 。 | 


【 想 一 想 】 ” 进 君 和 他 父亲 的 年 令 之 差 为 28, 在 16 年 后 
父亲 年 令 为 进 君 年 令 的 2 信 。 现 在 设 进 君 和 父亲 的 年 令 分 别 
64 ΜΙ 


为 x 和 yy ， 试 列 出 联 立方 程 。 | 
(κ 解 】 x 二 28 二 y， 2(χ 1116) -γ Τ16 


(2) ” 联 立 方程 的 解法 Ἢ | 

在 联 立 方程 中 ， 可 按 变数 的 个 数 分 为 二 元 联 立 方程 和 三 
元 联 立 方程 等 。 在 这 里 ， 我 们 研究 两 个 变数 ， 而 且 两 个 都 是 
一 次 的 二 元 一 次 联 立 方程 的 解法 。 

| Χ. >》 的 变 域 是 实数 集 时 ， 方 程 


(3x 一 二 一 ] ο ο tae. (3) 
\2x+y=1 So (4) 
怎样 去 解 它 才 好 呢 ? 


解 一 个 变数 的 一 次 方程 时 ， 用 作 方 程 的 同 解 变形 (第 64 
页 ) 的 方法 。 所 谓 同 解 变形 是 

o 从 一 边 把 数 或 式 子 移 到 另 -一 边 

o 两 边 乘 以 非 零 的 同一 数 

o 两 边 除 以 非 零 的 同一 数 

解 联 立方 程 也 用 同 解 变形 。 

为 了 解 上 面 的 联 立 方程 @@，@， 把 

2 Χ Εν 一 4 

作 同 解 变 形 ， 得 

γν-Ξ-4-2χ:'''''::...' (4)! 4X Γδντθδθ..' .De 
ὦ. Φ’. ὦ” 的 解 是 相同 的 。 
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因而 ， 人 代替 解 @，G 的 联 立 方程 ， 可 解 


{3X 一 2 三 一 ] 和 (3) 
3 . | | 
(y=4—2x ce (4) 
( 和 (3) 
AX 二 2y 二 8 ----υ-υ-υ--υ-- ΙΡ ΗΡΡΗΗΡΗΗ ΡΥ Η (4) 
哪 一 个 都 可 以 。 


可 是 ， 就 a 而 论 ， 由 于 在 多 "中 了 一 4 一 2x， 把 4 一 2 x 
代入 (3 的 y 中 ， 得 
3xX—2(4—2y) ----] 
整理 后 ， 则 得 
χ 一 1 
因此 ,把 1 {ὈλΩ’ 的 x η, ΠΗ 
γ-4--2 χ]--2 
》 也 被 确定 了 。 
其 次 ， 再 讨论 b 。 
把 方程 多 和 ("的 两 边 的 左边 与 左边 相 加 , 右边 与 右边 
相 加 ， 得 
3xX 一 2 十 4Yx 十 27 =7 
由 此 得 
X 一 | 
因此 ， 将 1 代入 GQ)" 的 x ， 得 
4X1l1 十 27 一 8 
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”由 此 得 


γ--2 
α 的 解法 b 的 解法 
3x 一 2y= 一 1 [x= 1 (3x7 29 ! 
| ἵν 4-2. 条 x 十 214 王 其 


4x 十 217 一 吕 


ο -- ία 1] NO 
1 ， 2 


“yy 也 确定 了 。 
这 样 ， 由 a Ὁ 两 者 可 得 出 x =1, ==2。 于 是 把 (1, 2) 
代入 最 初 的 联 立 方程 @@，@， 使 二 式 | 
人 
ΟΧΙ], Τά 
都 成 为 等 式 ， 可 知 (1, 2) 是 解 。 | 
用 上 面 的 a ，b 两 种 方法 ， 都 可 以 得 到 解 。 怎 样 用 这 些 
方法 求 到 解 的 ? 
那 就 是 ， 在 a 的 变形 中 ， 
把 4 一 2x 代 入 @ 的 y 
男 外 ， 在 b 的 变形 中 ， 
把 BB)， 式 的 两 边 相 加 。 
因为 这 两 个 解 联 立方 程 常 使 用 的 变形 ， 也 还 是 同 解 变 
形 。 
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总 而 言 之 ， 可 得 出 下 面 的 结论 。 
so 把 一 个 方程 的 一 个 变数 表 成 另 一 个 变数 的 形式 ， 用 这 


个 把 另 一 方程 代 换 所 得 的 方程 ， 与 原 方程 是 同 解 的 。 
例如 


人 ΠΟ 一 一 ] 
\ γ 一 4 一 2x 一 4 一 2X 
是 问 解 的 。 


6 两 个 方程 的 两 边 分 别 相 烟 所 得 的 方程 ， 与 原 方程 中 的 
一 个 组 成 的 方程 ， 和 原 方程 是 注解 的 。 
例如 


的 一 2 一 ] 
4χ 十 2 一 8 \ 4X 十 2y = 二 8 


人 (3X 一 27 ) 十 (4Xx 十 27) 一 一 1 十 8 


ΠΝ 
(32Χχ--ὀγ) 1 (4x 二 2y) 二 一 1 十 8 


是 同 解 的 。 


| 3x— 2y=—1 
\ 2 rt+y= 4 


tm μα 
| { 3x— y=—1 {82 y 三 一 1 
\4r+2y= 8 ΠΈ (43. 2 tt ερ) 


= 一 1 + 
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解 联 立 方程 时 ， 就 这 样 使 用 方程 的 同 解 变形 ， 逐 步 地 把 
方程 作 稍 许 变形 ， 导 出 下 面 形式 的 方程 即 可 。 


,x 二 门 
νο 
下 面 ， 举 例 说 明 这 种 解法 。 


【 例题 1 } | 
天 3 个 苹果 和 2 个 梨 ， 其 价钱 为 195 日 元 ， Σι 个 苹果 
和 4 个 梨 的 价钱 为 215 日 元 。 问 苹果 和 梨 每 一 个 的 价钱 是 多 
少 (图 16)。 
( 解 ) 设 1 个 苹果 的 价 
钱 为 x 日 元 ，1 个 梨 的 价钱 ! 
为 了 日 元 ， 可 得 联 立 方程 (S00 OO 


| 
| 3x +2y =195 





ἘΡΕΙ͂Ν 


Ο5ΘΘ- 545 






ΤΑ ΤΘ 5 苹果 一 个 价值 为 UJ 日 元 
依次 地 作出 同 解 变形 ， 梨 一 个 价值 为 上 〇 日 元 
一 6x 一 4 一 一 390 ΔΩ 
| x 十 47 一 215 人 
[|] 十 4XW=215 
(将 上 式 一 2 信 ) [3x+2y=195 
人 | x 十 41y 二 215 
X 十 4y 二 215 图 16 
(χΞδ 
\ +4y 一 215 
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用 x 
ν { 


(两 式 相 加 ) (上 式 除 以 一 5) 

X 一 35 X 一 235 

ΕΝ νι 

(下 式 的 x 以 35 代 入 ) 
从 最 后 面 的 方程 得 到 的 解 是 (35，45) 

(85 苹果 35 晶 元， 如 45 日 元 。 

解 联 立 方程 时 ， 如 解 第 77 页 的 a 那样 ， 把 一 个 方程 的 y 
表 出 (或 者 把 x 用 yy 表 出 ) ,然后 把 它 代 入 男 一 方程 中 的 
或 x ) 的 解法 ， 叫 做 代入 法 。 夯 外 ， 如 解 b 时 那样 ， 


一 个 方程 几 倍 后 ,把 两 个 方程 相 加 或 相 减 的 解法 叫做 加 减法 。 


上 面 的 【例题 1 】 是 用 加 减法 解 出 的 ， 但 是 因为 在 这 个 





例题 中 写法 是 很 麻烦 的 ， 一 般 用 加 减法 和 代入 法 求解 时 ， 是 
按 下 面 那样 方式 书写 的 。 
【例题 2 】 
按 加 减法 和 代入 法 解 联 立 方程 
[7 十 2 一 4 ee (5) 
4X νὰ 一 7 ΕΕ. (6) 
( 解 ) ”加 减法 
(5)X3 9x ++6y =12 (5) 
(Ox (一 2) --8χ 一 6 一 一 14.…………. (6)’ 
(5)' --(6)’ χ----9 .oo sevis， (7) 


{0 


把 中 代入 @ 3xX(—2) 十 2 一 4 


代入 法 
由 (9 式 γΞ2 -..Ὁχ Ce (5)” 


把 @" 代 入 @ 得 ，4x 十 3(2 一 xx) 一 7 
χ----2 
把 中 代入 @@” y=2—X (—2) 一 5 
( 管 ) (—2, 5) 


联 立 方程 的 解 通常 不 写作 (—2,9), 而 写作 人 


-Ξῃ 
是 同 解 变 形 时 最 后 的 方程。 
【 想 一 想 】 解 下 面 联 立 方程 
4X 一 3 一 6 . 3 二 5y 十 2 
(1) | “~ ΠΣ | Στ 
2Χ 十 57 一 16 2X 一 07 十 3 


【 略 解 ]” (1) (3,2) εδ) ο” 


(3) 二 元 一 次 联 立 方程 | 

有 A，B , .C 三 种 量 杯 ,将 A，B 两 满 杯 水 都 注入 一 容 

占 内 ， 再 吸出 C 的 一 满 杯 水 ， 则 剩 下 4/ 水 。 | 
| | 71 


如 注入 B1 杯 ，C 2 杯 ， 再 吸出 A1 杯 ， 剩 有 1! 水 ， 如 注 
入 A3 杯 ，C 1 杯 ， 吸 出 了 32 杯 , 剩 有 67 水 (图 17)， 

` 虽 然 在 实际 中 好 像 没有 这 样 的 问题 ， 设 A，B ，C 三 个 
量 杯 的 装 水 数量 分 别 为 x / ，y /1 ，z / ， 可 以 得 到 三 元 一 
次 联 立 方程 。 

( YX 十 一 2 一 4 …@ 

一 X 十 了 十 22z 三 1…(9) 

\3x 一 2 十 z 一 6 :..(α 

这 种 解法 像 下 一 页 那 
样 ， 把 @ 和 @，@ 和 人 @ 组 合 
后 作出 不 含有 > 的 二 元 一 次 
联 立 方程 , 从 中 解 出 x 和 z， 
再 求 y 即 可。 


三 元 一 次 联 了 江 方 程 





一 zx+y+ 22= 1 
31— 2y+z=6 ϐΧ2 2x 十 27 一 2z 

图 17 | 一 8 .… (8)’ 
() -- (6) 9χ--3Ζ--3... .......... (5 并 
(8)’ 十 分 5X --Ζ-:]4:-:..:.......... ο) 24 ΑΤ 
(3 xX (一 3) -15χ132-Ξ--42.................. (9 ’ 
{0 1- ς᾽ -]1χ----39 | 

X 一 3 .........ν.νν.ιιιὋ... .9 
ΠΟΛ. 2 X3 一 3z 一 3 
DB (4 κ 


{2 


”把 @@，@ 代 入 ® 3 十》 一 1 一 4 
.y=2 

所 以 这 个 方程 的 解 是 (3, 2, 1) ο 

这 个 解 也 不 写成 ‘3, 2, 1), 通常 写作 
απὶ 
了 一 < 
κ 一 ] 

【 想 一 想 】 解 下 列 联 立方 程 


2X Τὸγ -σ 一 5 χ 十 了 一 4 


(1) X 一 十 2z 一 0 ( 2) ν 52 一 8 
2X 一 27 十 3z 一 | ΙΖ -Χχ-56 
[ΒΒ 解 】 (1) (2.0, -1) (2) (1,3,5) 


δ. 方程 与 图 象 


(1) 4 标 


因为 走路 时 忽然 下 了 大 雨 ， 想 让 家 里 的 人 拿 们 来 迎接 ， 
在 电话 里 向 家 人 请 求 ， 说 


我 在 一 道 街 拐角 处 的 书店 里 | 
或 者 说 


我 在 汽车 站 向 家 的 方向 ， 大 致 在 100 m 的 地 方 | 
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像 所 说 的 那样 ， 用 街道 上 的 目标 告知 自己 的 所 在 位 置 ， 
使 家 人 容易 了 解 。 
在 直线 上 有 P，Q，R 等 几 个 点 时 ， 要 把 它们 的 位 置 表 
示 出 来 .不 确定 一 个 基点 ， 表 示 点 的 位 置 是 不 可 能 的 。 
απ ῈΡ 


Ρ 0 R ο 





图 18 

所 以 ， 在 直线 上 确定 一 点 O， 所 9 叫做 原点 。 Ο 是 表示 
数 0 的 点 。 人 确定 相当 于 1 的 长 度 。 

这 样 作 过 之 后 ， 如 同 在 第 二 章 $1 (参看 第 30 页 ) 讲 的 
那样 ， 可 以 把 直线 看 作 数 轴 ， 所 以 直线 上 的 点 都 能 用 实数 表 
示 。 | 

直线 上 点 的 坐标 


-- (一 
Ἴ Ρί-ο) ο R Q (3.5} 
P 的 坐标 是 一 2 Ω 44 3.5 
ΠΙ 19 


在 这 个 数 轴 上 ， 如 图 19， 点 了 是 表示 一 2 的 点 时 ， 写 作 
.PP (一 2), 说 一 2 是 点 P 的 坐标 。 在 这 个 图 里 ,因为 点 Q 是 表 
7.3.5 的 点 ， 可 以 写成 Q (3.5)。 

这 样 ， 把 直线 作为 数 轴 考虑 时 ， 在 直线 上 往 一 点 P 的 位 
兽 ， 能 用 一 个 实数 a 如 P ( a ) 那样 表示 。 相 反 地 ,如 果 用 一 
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个 实数 表示 坐标 时 ， 被 那个 
数 表示 的 点 马上 就 可 找到 。 
这 次 如 图 20， 我 们 来 考 
虑 在 平面 内 有 几 个 点 ， 为 了 
准确 表示 各 个 点 的 位 置 ， 应 
该 用 什么 方法 呢 ? Ἢ 
在 札 棍 和 京都 等 市 街 
上 ， 街道 都 是 棋盘 那样 南北 向 和 东西 向 的 。 而 且 ， 例 如 在 札 ， 
RES 巾 市 ， 把 地 名 表示 为 | 
“ΚΟ ΚΕ ΠΒ 88» 
这样 的 说 法 。 因 此 ， 只 
要 听 到 那个 地 名 ， 立 刻 就 能 
明确 在 哪个 地 方 〈 图 21) 。 
在 数学 中 ， 表 示 平 面 上 
点 的 位 置 的 方法 ， 也 和 这 个 








非常 相似 ， 如 图 22, 4Έ 


τν P,Q.R 的 坐标 
出 两 条 垂直 相交 的 直 . 
线 ， 设 其 交点 为 O。 这 ΕΣ 


两 条 直线 作为 基准 的 直 :| | ! 99 (1.5.1) 
线 ， 被 称 为 坐标 轴 ， 分 
别 命名 为 X 轴 ,yy 轴 。 
男 外 把 点 OO 叫 做 原点 。 





图 22 ΠΝ; 


x 轴 和 yy 轴 ， 两 者 都 是 以 O 为 原点 的 数 轴 。 

而 且 ， 在 x 轴 上 规定 从 原点 往 右 的 数 为 正 ， 在 》 轴 上 从 
原点 往 上 的 数 为 正 。 并 且 ， 一 般 来 说 在 x 轴 和 y 轴 上 ， 取 1 
的 长 度 都 是 相等 的 。 

这 样 ， 把 x 轴 ，yy 轴 看 成 数 轴 ， 从 平面 上 的 点 P 向 x 轴 
和 ) 轴 引 垂 线 看 一 看 。 

ΤΕΙ 22 [:. ΛΑΡΙ χ8Β, ν ἩΠΓΞΠΙΒΕΟΚΤΕ χ ἤν 轴 上 的 
交点 ， 分 别 用 一 1 和 2 来 表示 。 此 时 说 点 P 的 坐标 为 (一 1 ， 
2) 与 作 了 (一 1 ,2)。 并 且 也 说 点 P 的 x 坐标 为 一 1 ，y 4 
怀 为 2 ο 

在 图 22 上 ，Q 被 表示 为 
Q (1.5. 1}).. 轴 上 的 R 
被 表示 为 R( 2 Οὐ. 

这 样 , 在 平面 上 的 点 P， 
当 和 愤 直 相交 的 二 直线 被 定 为 坐 祭 轴 时 ， 就 能 表 成 形 如 P(a ， 
δ) 的 一 组 两 个 实数 a ,4b 构成 的 数组 〈 图 23) 。 

【 想 一 想 】 自己 画 出 坐标 系 ， 并 画 出 下 列 各 点 。 


平面 上 点 的 坐标 





A (1, —3),B(0,3),C(—4,—0), D(5, 5) 


(2) :方程 和 图 象 
x 和 的 变 域 为 实数 集 时 ， 二 元 一 次 方程 
XX 十 y --2 
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有 如 下 的 无 限 多 个 解 
(—1,3), (0,2), (0.5. 1.5),(1 1), 
(1.4 .0.6), (2°, 0), (2.3. 0.3), (3 τι). 
把 这 些 解 看 作 点 的 坐 
标 ， 在 平面 上 取出 (一 1 ， 
3), (0. 2), (0,5),(0.5, 
1.5)……， 考察 一 下 。 这 些 点 
如 图 24 中 ， 虽 然 不 是 互助 连 
接着 ， 但 是 像 在 一 条 直线 上 - 
那样 笔直 地 排列 着 。 | 可 24 


满足 x+ 了 = 2 的 点 
y 





在 图 24 中 ， 点 所 以 不 连接 ， 原 因 是 只 选择 了 方程 
x Εν 2 | 
的 几 个 解 。 


因为 x 和 yy 可 以 取 任 意 数值 ， 例 如 考虑 在 (0.5,1.5) 
和 ( 1, 1) 之 间 可 以 取 

(0.6, 1.4"), (0.61, 0.39), (0.613 ，0.387 ) τε... 
这 样 无 限 个 点 的 时 候 ， 这 些 点 将 密集 地 一 个 挨 着 一 个 连 成 一 
ΒΒ ο ! 
于 是 ， 在 平面 内 以 x 十 y πο 的 解 为 坐标 的 点 集 ， 如 图 
25， 是 和 x 轴 ,y” 轴 相交 于 (2,0) 和 (0，2 ) 的 直线 。 把 这 条 
线 叫做 方程 x 十 y=2 的 图 象 

因为 方程 x 十 y το 的 图 象 是 x Εν το 的 解 (x，y) 


ία, 


构成 的 点 集 ， 所 以 使 用 集合 
的 符号 可 以 表示 成 ， 
{οχι} κ ντο) 
如 此 ， 变 数 x ， > 了 的 方 
程 ， 研 究 它 的 解 集合 时 ， 在 
平面 上 就 能 画 出 它 的 图 象 。 





图 26 束 是 | 
| (α) χΧχΓΟγΥΞά 
(5) y=x+l 


(ί ς) χ--3 


(α) χ᾽-γ--0 
的 图 象 。 | 

x 一 3 虽然 是 一 个 变数 

图 26 的 方程 ， Ην 可 以 看 作 能 取 

所 有 实数 ， 它 的 解 是 这 样 (3, 0), (3, 1. (3. 2) ee ， 
图 象 是 平行 于 y 轴 的 直线 。 

变数 为 Xx，y 的 二 元 一 次 方程 的 图 象 是 平面 上 的 直线 ， 
皮 之 ， 可 知 平面 上 的 直线 能 用 x , y 的 一 次 方程 表示 。 因此 
画 一 次 方程 的 图 象 时 ， 求 出 二 点 后 ， 画 出 通过 此 二 点 的 直线 
即 可 。 

变 域 是 由 有 限 个 数 构 成 时 ， 图 象 也 是 由 几 个 点 画 
成 的 。 | 
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.. 的 
变 城 的 元 素 为 有 限 的 时 例如 ，X = {--ᾱ, ον 1 2 小 





] 
Y = άρον 2, 4 时 


(在 第 72 页 例题 中 已经 ,+ 
过 ) ,方程 一 y --0 的 解 为 


图 27 


Ι 1、 ! 
(σσ πλ... 4). 


因此 它 的 图 象 如 图 27， 为 三 个 点 的 集合 ， 它 是 在 x 一 =0 
的 图 象 上 (图 27) 。 变 域 为 实数 集 ， 

x? 一 一 0 的 图 象 是 叫做 抛物 线 的 曲线 。 

【 想 一 想 】 1 方程 οκ-λγν-θδςορΈ, 14 
点 ( x ，y) 时 , ΠΕ 下 表 ， 曾 出 直线 的 图 象 。 

【 略 解 】 


了 -6F-3| | 15 
?| | zol 

















(3) 图 象 和 方程 的 解 

一 次 方程 

在 / 

3x 十 3 一 5x 一 ] osvoosescvoviiooovyovcvvovs (1) 


中 ， 把 左边 的 3 x 和 3， 移 项 到 右边 后 整理 ， 能 得 到 如 下 方程 


3 Ἀ, Ἐξ Ο)}} @ 是 同 解 ( 解 相同 ) 方程 。 
现在 ， 把 方程 色 左 边 的 0 换 成 y ， 作 出 下 面 这 之 样 的 式 于 
进行 考察 


这 个 (3) 的 图 象 ,因为 它 是 一 次 方程 的 图 象 , 所 以 是 直线 ， 
画 出 它 的 妈 象 如 图 28. 

这 个 图 象 和 x 轴 相 交 ， 
ΗΓ Χ ΠΗ͂Σ, ΝΤΕ 
=2x 一 4 中 ,了 的 值 等 
Τό 





图 象 和 方程 的 解 
Φ 方程 τ-ᾱ-θ 图 28 
ο ΜΑ 因此 ，Q3) 的 图 象 与 x 轴 
mx。 | 相交 时 ， 交 点 的 < ΜΕΝ 
πρ : 全 式 的 ， 取 作 0 ， 解 方程 
2Χ--4 一 0 


ΗΠ π] 7 {3ο 相反 地 ， 2 Xi 一 
4Ξ0 的 解 是 y= 二 2 x 一 4 
的 图 象 和 x 轴 交 点 的 x 坐 


ΗΝ ο 
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实际 上 ，y 二 2 x 一 4 的 图 象 与 x 轴 的 交点 为 (2，0 )， 
男 外， 方程 
2x—4 二 0 
的 解 也 是 2 ， 可 知 它 们 确实 是 相同 的 (图 29)。 
因此 ，y = 口 x 十 人 的 图 象 和 x 轴 交 点 的 x 坐标 ， 等 于 
方程 | . 
κ -ΔΞΘ 
的 解 。 
所 以 ， 图 象 和 x 轴 区 点 的 坐标 ， 把 了 取 为 零 的 方程 解 出 
后 即 可 得 到 。 相 反 地 ， 如 果 正 确 地 画 出 终 象 ， 从 此 图 象 上 就 
可 以 求 出 方程 的 解 。 | 
[8-51 ” 求 出 下 列 各 图 象 和 x 轴 的 交点 坐标 。 


( 1) 一 一 本 x 十 2 (2 3y+5x—1l=0 (3)x= -2 


μή 解 】 (1)(6,0)(2) (0) (3) ( —2,0) 


下 面 ， 将 讨论 二 元 一 次 联 立 方程 的 解 和 图 象 间 的 关系 。 
μπι δν τε 


.α Se (4) 
x ΡΟ ϐϱϐϱϐϱϐϱϱϱΡϱμμμ---- 个 


的 解 ， 是 使 中， 加 两 者 都 成 立 的 解 。 所 以 这 个 解 集合 是 方程 
4) 的 解 集合 与 方程 @ 的 解 集合 的 交集 (参看 第 70 页 $4 )。 
把 这 一 事实 用 图 象 来 研究 将 是 什么 样 呢 ? 
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因为 @ 和 @ 都 是 二 元 一 次 方程 ， 它 们 的 图 象 如 图 30 那 样 
为 直线 。 设 这 两 条 直线 为 L，L 。 


”图 象 和 联 立方 程 的 解 





ία αχ 2y= 4» Ὄχ--{ΞΞ 1 | 

Ξε [χι η) ία 2y=4| 

Π {(α,υ)ία-ψ-1ὶ 
-].Πἰ. --1(2. 1}! 
.=1(x,y)|x+2 y= 4) 


L 是 @ 的 解 集合 的 图 象 ，L' 是 @ 的 解 集合 的 图 象 。 

因为 联 立 方程 的 解 集合 是 @ 和 @ 解 集合 的 交集 ， 像 在 第 
一 章 $ 3 研究 过 的 那样 ， 二 直线 L，L' 的 交集 是 二 直线 的 交 
点 ， 所 以 联 立方 程 的 解 就 是 二 直线 L，L' 的 交点 坐标 了 。 

实际 上 ， 用 加 减法 解 联 立 方程 @，@ 


χ 十 2 一 下 ὦ 
65) Χ 2 2X 一 2 了 一 2 6) 
Φτθ᾽ ο ΑχΞ6. “.X =2 
代入 @ 中 21{2γ-4 ..γ-1 


得 到 解 为 (2，1)。 可 知 @@，@@ 的 图 象 二 直线 L, 二 也 如 图 那 
样 ， 准 确 地 在 点 (2，1 ) 处 相交 。 
男 外 ， 解 第 90 页 的 方程 2 x 一 4==0 时 ， 因为 可 以 看 作 是 
求 联 立方 程 
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7 了 =2X 一 4 
κκ 
的 解 x 的 值 。 所 以 求 直线 》=2 x 一 4 和 yy =0 (x 轴 ) 的 
交点 即 可 。 ΜΙ 
如 此 ， 二 直线 交点 坐标 解 出 联 立 方程 即 可 求 得 。 反 之 ， 
如 果 准 确 地 一 出 二 直线 图 象 ， 看 出 它 的 交点 坐标 ， 即 可 求 得 
联 立 方程 的 解 。 | 
[18-18] 画 出 了 列 二 直线 的 图 象 ， 并 求 出 交点 坐标 。 
X 十 2 一 5 一 0 νε εν εκ εκλεκεωον εν κ νεος --- (0) | 
2x 1-0 .'....'........... μμ”. i 人 
[κ 解 ]】 (-τ, 3) 


83 
















δ4 







方程 的 历史 (5-5 


在 第 52 页 里 提 到 的 阿 梅 斯 的 帕 匹 铺 斯 之 外 ， 还 有 1! 


| 与 数学 的 帕 匹 角 斯 。 在 那里 记载 有 能 化 为 一 次 方程 的 | 
) 和 问题。 此外、 在 巴 比 仑 也 研究 了 二 次 方程 的 问题 。 ἱ 


δα (希腊 人 死 于 公元 330 年 ) 虽然 知道 了 一 αὶ 


上 次 方程 的 解法 ， 但 是 由 于 不 习 各 于 负数 的 计算 ， 把 二 Ὦ 
{ 次 方程 cq ,b,c 正 数 分 成 三 种 情况 进行 研究 。 


ax: 二 px 二 cc， bx -ο =ax’ 


ax* 二 c=bx 


| 不 仅 没 考虑 到 负数 解 ， 就 是 两 个 解 都 是 正 数 ， 也 只 外 
i 解 出 其 中 的 一 个 。 


纪元 五 世纪 左右 在 印度 ,人 研究 定位 的 表示 方法 时 ， 


。 使 用 了 叫做 零 的 数 ， 一 次 方程 也 不 像 春秋 图 那样 分 几 | 
j 种 情况 ， 而 得 到 了 一 般 的 解法 。 ἶ 


此 后 ， 在 850 年 左右 ， 阿 拉 伯 人 阿尔 。 夸 里 兹 米 ὴ 


写 出 了 包括 算术 和 代数 内 容 的 数学 书 。 在 这 本 书 里 ， 
# 已 经 研究 了 一 次 方程 的 无 理 数 解 。 


第 四 章 ”二 次 方程 
ὃ}, 二 次 方程 


(1) 二 次 方程 

进 君 的 小 字典 ， 长 的 长 度 比 宽 的 长 度 多 4 cm， 面 积 是 96 
CM ο 

设 这 个 字典 两 边 的 长 度 为 xcm，y ccm， 就 可 以 列 出 x， 
》 的 联 立 方程 ， 设 宽 的 长 度 为 xcm 时 ， 长 的 长 度 为 (x 十 4) 
cm， 可 作出 只 含 x 的 方程 


x(xX+4) Ξ-96 
把 左边 按 分 配 律 展开 后 ， 并 把 右边 的 96 移 项 ， 得 形 如 
YX“< 十 4 一 96 一 0 ov ! ‘(1) 


的 方程 。 
像 这 个 方程 这 样 ， 右 边 化 为 0， 整理 左边 后 ， 得 到 的 合 
有 变数 的 二 次 项 Cx “项 ) 的 方程 
Γ]χ᾽!{-()χΗδΔ--ο 
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叫做 二 次 方程 。 
把 方程 4Cx? 十 3) =4 x (x 一 2) 十 1 的 两 边 的 括号 打开 
后 ， 4 x ?十 12= 二 4 x*: 一 8xX 十 1 的 两 边 都 有 4 x 这 样 的 项 ， 
移 项 后 使 右边 为 零 ， 则 得 
8 X 十 ]1 王 0 

这 是 一 次 方程 。 
方程 χ᾽Π4χ-86-- 0 的 解 ， 是 代入 

UXU+4L1 一 96 二 0 
”中 的 [|_| 时 ， 使 等 式 成 立 的 数 。 
往 |_j 中 代入 几 个 数 看 看 ， 

1/1) -411|--96 50 

[2!χ|2|--4|2|--9653-0 
. [3|Χ|3|1-4|3|--96 -ε 0 

很 不 容易 成 为 等 式 ， 但 是 把 8 和 一 12 代 入 时 ， 
Ι8| ΧΙΑΙ-Γ48--96Ξ0 
[121 Χ|--12/1-4|--12]--96Ξ- 0 
成 为 等 式 .. 
实际 上 ， 二 次 方程 
x2 十 4x 一 96 一 0 

, 的 解 为 8 和 一 12， 只 有 此 时 等 式 才 成 立 。 
| 由 于 x 是 进 君 字典 的 长 度 ， 所 以 把 变 域 看 成 正 的 实数 时 ， 
.只 有 8 是 解 。 
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那么 ， 就 谈 谈 二 次 方程 的 解法 吧 。 

解 一 次 方程 时 ， 应 用 了 方程 的 同 解 变形 。 同 样 ， 在 解 二 
次 方程 时 ， 也 要 依次 地 作出 | 
同 解 方程 。 但 是 在 二 次 方程 
的 情况 下 ， 仅 用 第 59 页 总 结 







方程 的 解 和 字典 的 长 度 
οα7 Γά4κ--96Ξ- 0 的 解 是 
Κι Γ4 Χίη-θθδ-θ | 
Ly Xidt+ 4 Χιμ--9δ-- 0 | 


出 的 同 解 变形 是 不 能 求 得 解 κ πια | 
的 。 ”人 字典 的 长 为 
正 像 大 家 都 清楚 地 知道 
ΓΗ, ΙΤ Ἆα, ὑ, 在 -- 
a Xb =0 .0 μμ. Ὁ 
时 ， 可 以 说 
a 二 0 πξοὂ--...................-..-....... (3) 





在 二 次 方程 中 使 用 的 同 解 变 形 


OA=B | OAXB=0 
©—>AtC=B+C < 一 > 人 A=0 主 大 由 B= 0 
| AC=BC 2 一 恨 了 
ε---» (0-90) 口 A” 三品 
Α.Β 一 一 
| «-»οαςς «--δΑ ΒΑ ΛΙΣΑΞΒ 





反之 ， 稍 加 考虑 ， 就 可 知道 如 果 @ 成 立 ， 则 名 也 成 立 。 
另外 ， 当 二 数 a ，45b 之 间 有 


的 关系 时 ,把 5? 移 项 后 得 ”a? 一 b? ==0 ,再 进 一 步 可 将 此 式 
左边 化 成 (a 十 b)(a 一 b) =0。 于 是 应 用 前 页 中 的 @ 和 


(的 关系 ,如 有 果 成 立 , 则 必 a 一 b= 二 0 或 a 十 b 二 0 成 立 ,因此 
a 二 bp 或 α--’-'............-.......... (6) 
也 成 立 。 而 且 这 个 情况 中 也 知道 ， 如 果 名 成 立 多 也 成 立 。 
在 前 页 的 避 和 的 关系 以 及 上 面 的 和 全 的 关系 ， 在 适 
用 于 方程 的 情况 下 ， 可 以 得 下 面 的 结论 
“。 当 方程 为 “A XB = 二 QO ”的 形式 时 ， 它 和 “A =O 或 
B 一 OQ ”是 同 解 的 。 
* 当 方程 为 “A*==B ”的 形式 时 , 它 与 “A 二 B 或 A 一 -B” 
是 同 解 的 。 
解 二 次 方程 时 ， 除 第 59 页 的 变形 之 外 ， 还 使 用 这 两 个 之 
一 的 同 解 变形 。 
那么 ， 在 实际 解 题 时 ， 二 次 方程 
XxX“ 十 4x~ 8-0 .............................. (6) 
是 怎样 求解 的 吗 ? 
这 个 方程 的 左边 
XxX“ 十 dx 一 5 二 (x 十 5) (x 一 1) 
能 表 成 一 次 式 乘 积 的 形式 。 
因此 ， 为 了 解 方程 @， 只 要 解 方程 
(α Το) (x— 1) Ξ0 
就 可 以 了 。 
如 同 前 页 中 说 过 的 那样 ， 因 为 这 个 方程 和 
x 十 5 一 0 或 者 x 一 1=0 
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是 同 解 的 ， 把 它 变 形 后 ， 得 
x 二 一 5 或 κξὶ 
和 1。 


一 - 


二 次 方程 的 解 集合 
(α!αἰ-ἁπ-5-Οὶ 
r(x+5)(x-1)=0| 
























实际 上 ， 方 程 (0 是 由 于 左 -ἱχίχ- θ 
21 | ελίάα- 15ο] 
χξΣ 4 χ -Ὁςο 能 表 成 两 个 一 {xixz 十 5 三 0 
-一 次 式 的 乘积 形式 (能 因 式 分 ΗΝ 0 | 
解 》 ， 而 解 出 的 。 i | 
关于 任意 方程 的 解法 ， 将 解 是 -5 ,1 
在 下 面 纪 中 去 研究 。 一 
| 图 3 
(2) 平方 根 


2 各 一 2 平方 (二 乘 方 ) 后 ,两 者 都 是 4。 换 句 话说 ,平方 
νι 


这 个 方程 的 解 是 2 和 一 2. | 
一 般 地 ， 对 于 a 之 0 的 数 a， 使 x? = 二 a 的 数 是 
, ， 也 就 是 平 
方 后 成 为 a 的 数 ， 把 它 叫 做 a 的 平方 根 。 
例如 ， 4 的 平方 根 是 2， 一 2 
1.69 的 平方 根 是 1. 3， 一 1.3。 
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把 2 和 一 2 放 在 一 起 ， 也 可 写成 土 2 。 

正 数 a 的 平方 根 有 两 个 ,这 两 个 只 是 正 负 符号 不 同 的 数 。 
因此 在 a 的 平方 根 中 ， 正 的 写成 Ya , 负 的 写成 一 Va ,把 它 
们 放 在 一 起 ， a 的 平方 根 可 写成 士 Va 。 并 且 把 Ya δε 
方 根 aw ，。 

作为 上 面 的 例子 

/4 一 2 -4 一 -2 
“1.866 一 1.3 - γ 1-50 一 -1.3 

用 日 本 话 读 的 时 候 ， 说 a 的 平方 根 和 平方 根 a ， 要 注意 
这 两 种 说 法 的 区 别 。 ! 

按照 在 第 二 章 8 1 〈 参 看 第 34 页 ) 中 ， 已 经 讨论 过 的 正方 
形 面积 是 2 的 一 边 的 长 度 ， 是 用 1.41…… 这 样 的 无 限 小 数 来 
表示 的 数 ， 这 个 长 度 是 x:=2 的 数 ， 所 以 

M2 一 1.41421.……. 

平方 根 ， 如 VD 5-0, 

VT=1, 

WT=2, γδ--3, 
这 样 的 在 特殊 情况 下 是 有 理 
数 ， 但 是 大 部 分 是 无 理 数 ， 
是 由 小 数 表 出 的 无 限 小 数 。 





例如 图 4 
ΜΞ 一 1.73205.………. vV/ 37 --1.9235...... 
90 





V5 =2.23606.……… /6 --2.44949...... 

M2，M3，M5，M6 等 数 ,使 用 直 尺 和 圆规 , 按 图 4 的 
方法 ,在 数 轴 上 都 能 找到 表示 它 的 点 。 

如 果 用 小 数 表示 无 理 数 去 进行 平方 根 的 计算 ， 不 仅 计算 
量 大 ， 而 且 无 论 取 到 小 数 点 后 多 少 位 ， 也 不 能 得 到 正确 的 结 
果 。 然 而 ， 原 形 不 动用 va 来 表示 ， 既 简单 又 能 得 到 准确 的 
计算 。 

例如 ，W/2 二 1.41421.… 5 二 1.73205.……… 

V6 一 2.44949……， 把 V2 ，V3 的 值 取 到 小 数 点 后 3 位 
把 1.414 Xx1.732 的 值 取 到 小 数 点 后 3 位 ， 得 2.448 ， 这 和 
V5 的 值 大 体 上 相等 。 因 此 可 以 推 知 V2 XV3 二 V5。 
实际 上 ,平方根 的 计算 有 下 面 法 则 成 立 ， 事 情 是 明显 
的 。 | : 

α, δ ΗΕΊΠ ΠΗ, 


Va X/5=Vab 4- 二 /4 (但 是 b> ο) 


Ma =a (Va) 一 0 
因此 ， 例 如 
V75 一 W Χ 32 =/ XV XV/ 
一 V7 Χο X3 一 6 


2/12 Να =2V D7 x3+3/ 5 XT 
| 一 4wW 了 十 15V/3 =19V3 
| 9] 


可 以 这 样 计 算 。 
【 想 一 想 】 化 简 下 列 各 去 


2 
(DV 1 +5% CD) (V3 + (3) γ32 + 方 VI6 一 V18 


[5 解 】 (1) - (2) 5 十 </6 (3) 2 十 V2 


δ2. 二 次 方程 解 的 公式 


(1) 二 次 方程 的 解法 
“有 一 块 正 方形 的 土地 -将 这 个 正方 形 的 一 边 延 长 6 nm， 
男 一 边 缩短 4m ， 作 出 矩形 ， 此 和 矩形 面积 为 144m”。 问 原来 
正方 形 的 边 长 是 多 少 m? ” 
为 了 研究 这 个 问题 ， 设 正方 形 的 一 边 的 长 度 为 x πι, Ἡ 
以 列 出 方程 (图 5) 
(x+6 )(X 一 4 ) 


把 这 个 式 子 的 括号 打 

开 ， 进 行 整理 ， 因 为 得 到 
χ᾽ 十 2x 一 168 一 0 
”这 样 的 形式 ， 是 二 次 方程 。 





92 


因为 要 考虑 怎样 作 才 能 解 这 个 方程 ， 所 以 我 们 来 研究 一 
次 方程 的 解法 。 
一 边 长 为 x m 的 正方 形 面积 当然 是 x mm“ -现在 ,如 果 这 
个 正方 形 的 一 边 伸 长 4m ， 另 一 边 缩 短 1m 作 一 个 矩形 时 ， 
蕊 的 面积 古 
(Χ 4) (x—4) --χ7-|16 
伸 长 πι, ΠΑ πι 的 矩形 面积 为 
ο (X 十 6) (x 一 6 ) 5 κξ--δθ 














(x+a)(x—a)=x?—a? 一 般 来 说 ,把 一 边 伸 长 am ， 
ee 男 一 边 缩 短 am 所 得 矩形 面 
: ο 3: | 积 为 
: ο 1 : χ ΣΣ 
J -- 如 图 6 ,与 正方 形 面积 相 比 ， 
σα | 只 小 a?m?. 
那么 ,号 于 最 初 的 


呵 题 为 一 边 伸 长 6m ， 
力 一 边 缩 短 4m 时， 将 
“ΕΤΕΠ ΠΕ 

如 图 7 ， 把 最 初 的 
下 方形 的 长 和 宽 的 长 度 
增加 1m ,来 考虑 每 边 长 
为 (x 十 1 )m 的 正方 形 . 
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为 什么 这 么 说 把 一 边 伸 长 6m ， 实 际 上 是 把 边 长 为 
(κ 十 1 )m 正方 形 的 一 边 伸 长 5m ,另外 ,把 一 边 缩短 4m， 
实际 上 是 把 ‘x 十 1 ) m 正方 形 的 一 边 缩短 5m « 

实际 上 ， 因 为 (ΧΙ ) 一 X 十 2x 十 1 


(Χ 6} (x—4 ) 一 YX 十 2yx 一 4 


由 上 面 二 式 得 关系 式 
: (x+6 }(χ -ᾱ)Ξέακ 1 )— 26.0 (2) 
实际 上 ， 通 过 这 种 关系 ， 第 105 页 的 方程 四 就 可 以 解 出 。 
用 9 式 改 写 方 程 山 ， 得 
(χ 11 ) 2 一 25 一 144 
把 左边 的 一 25 移 项 后 加 在 右边 ， 得 


(χ 1 ) 2 163..................... (8) 
在 方程 人 中， 把 x τι Ἠ να, Β 
γζΞ 160 


由 此 ， 得 


νΞ13 或 y= 一 13 
ο (ΡΟ: 二 169 的 解 而 又 从 y 王 x 十 1 的 关系 中 ， 
(xl (x+1)*=1691 ! 得 | 
--ἱυ y=169,9=x+1i 
二 lyjy 二 13 或 --13, 


χ-12λ 或 x 二 一 14 

与 yz 十] 因 为 把 12 和 一 14 代 入 方程 
={xlx=12 或 = 一 14| 中 成 为 等 式 ,二 者 都 应 是 的 
=112. 14] 解 ， 但 是 作为 正方 形 的 边 长 ， 
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12m 是 答案 . 
现在 根据 讨论 过 的 ， 二 次 方程 如 果 变 形成 为 
(x 十 1 ) 2 一 169 即 (χ τι) “一 109 一 0 
的 形式 好 象 就 能 得 解 : 
那么 ， 方 程 为 
2 十 6 和 十 2 一 0 (4) 
的 形式 时 ， 怎 样 作 才 能 变形 呢 ? 
在 这 里 ， 首 先 变 成 
X2 十 6x 一 X(X 十 6 ) 
把 这 个 和 | 
(κ Τὸ) ΣΞ κ τθκτς 
比较 ， 人 得 
YX2? 二 6x 一 (xx 十 3) 一 9 
于 是 可 用 它 使 方程 @ 化 为 
(χ 十 3 ) “一 7 =0 
如 此 ， 将 x 的 二 次 式 变形 为 (x 十 口 关 一 人 的 形式 ， 
把 它 叫 做 配 成 平方 。 
所 以 二 次 方程 通过 配 平 方 可 以 解 出 。 配 平方 是 使 用 
(xy 二 ay :二 x: 十 ax 十 a” 亦 即 


X2 十 2 CQX 一 (和 十 Q) “一 0 





这 种 关系 ， 得 到 | | 
x “十 2 αχ Ἔρπί x+a) ΣΕὺ --ᾱα- 
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就 可 以 了 . 
【例题 1】 解 二 次 方程 χ᾿- 4χ 11 =0 
( 解 ) 把 左边 配 平 方 ， 得 
X 一 4χ ΤΙ -Ξ-χ7-2.2 χ 132151 一 2 2 
一 (YX 一 2 )’:—3 
内 此 方程 成 为 
(xY 一 2 ) “一 3 二 0 ΗΒ (x~2 )2 一 3 
因为 它 和 
x 一 2 ια 或 x 一 2 = 二 一 V3 
是 同 解 的， 所 以 χ-- 21/5 或 x==2 一 /5 
【 想 一 想 】 ” 试 解 下 列 二 次 方程 ”( 答 ) 2 二 V5，2 一 V3 
(1 ) yx 一 7yY 十 6 =0 (2 ) xx 十 6x 一 | 一 0 
【 略 解 ] (1) 1，6 (2) -ὂ Εκδ, -ο-,0 


(2) 二 次 方程 解 的 公式 

二 次 方程 ， 像 前 页 的 【 例题 1 】 那 样 ， 如 果 能 配 平方 就 
能 解 出 。 但 是 ， 每 解 一 个 题 都 配 一 次 平方 , 运算 所 需 的 时 
[3] ΝᾺ 118 Γ. 

因此 ， 要 考虑 由 字母 表示 的 

ax 十 bx 十 c 一 0 
这 样 的 一 般 方程 ， 推 出 求解 公式 。 

首先 ， 因 为 这 个 方程 是 二 次 方程 ， 
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απθς 所 以 两 边 除 以 &， 人 得 
b C 
x* 十 一 x 十 一 二 0 


a a 
因为 是 用 字母 表示 的 式 子 , 稍 有 些 困 难 ， 可 以 边 看 图 10， 
把 左边 配 成 平方 时 ， 得 
b C 
χ- 十 -一 X% 十 一 
a a 


b 








πχ 十 2， 











δ᾽ -- | 
把 一 1 移 项 到 右边 ， 得 
b \2 1 一 4ac 
ο 
2α ,.4α7 


ή 


2 一 1 - “ioc - .΄ 
又 由 于 bg ~ (Vb Tac ) 


Λα” 
这 个 方程 ， 和 和 
~ ， . | .. ---- ; 
ME κα χα δ-- /D7 4ac 


p 12 2 | 
ο λατ. 14 


) εἰ 





是 同 解 的 ， 负 此 ， 再 把 


δα 
νι 
。 二 次 方程 解 的 公式 | τὀδῖ-ιας 
二 次 方程 κα 
σημείο. Ἔ. «φετος 
! ( Δ απο) dd- 
' 的 解 是 ᾿ 


“btv 户 ? 一 48C 


把 这 两 式 归 拢 到 一 起 ， 可 写作 
1 
at 
"ην btyo -1ac . 人 


| ΖΩ 
把 全 叫做 二 次 方程 αχ᾽--Όχ-ε-0 的 解 ( 根 ; 的 公式 . 
【例题 2】 解 二 次 方程 
xX“+2x—6 一 1 
( 解 ) 代 入 公式 ， 因为 a 二 1 ，6 三 2 ς--1. {ΠΕΙ 


一 2 士 V2 :一 4X1X( 一 60) 一 2+v28 一 2 二 2v7 
2x 1 2 2 


-. -- -ᾱ- - - πᾶν παι. -- ἡ. κ 
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一 7 ( 答 ) 一 1 土 7 
这 个 解 也 可 以 分 开 写 成 一 1 十 Y7， 一 1 一 Y7, 但 
是 写成 “一 1 十 V7 或 者 一 1 一 V7 "是 错误 的 。 
【 想 一 想 】 使 用 解 的 公式 ， 解 下 列 二 次 方程 。 
(1) 2x2+x 一 1! 一 0 (2) X2 二 5x 一 3 一 0 
(3) 9x? 一 t2 x 十 4 一 0 (4) 3x2 十 2x 一 4 一 0 


[Πα 解 】 < 1) τῷ -1 (2 二 二 37 9) -ᾱ 


--.] 13 
(Ὁ Ξ948 


98. 因 式 分 解 与 二 次 方程 


应 用 分 配 律 把 两 个 一 人 次 式 相 乘 (x 十 1 )(x 一 3 ) 的 式 


于 的 括号 打开 ， 得 
(χΤ]}ίχ-8)} Ξί(ία τΙ ) yx 一 (xx 十 1 γ3 
| 二 x“ 十 xX 一 3Yx 一 3 
一 X 2x™3 
这 样 的 二 次 式 。 
因此 ， 把 这 个 计算 的 开始 和 结果 交换 ,并 且 用 等 号 联结 
起 来 ， 得 


| x “一 2x 一 3 一 (x 十 1 )(Cx 一 3 ) 
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就 能 看 出 这 是 把 二 次 式 化 成 两 个 一 次 式 乘 积 的 形式 的 运算 。 
其 它 如 ， κ 十 7x+10 一 (xx 十 2 )(x +5 ) 
X 一 5X 一 XXX 一 5 ) 
X 一 9 一 (十 3) (χ 一 3 ) 
都 是 二 次 式 化 成 两 个 一 次 式 乘 积 的 例子 ， 这 样 的 例子 能 作出 
很 多 ， 但 并 不 是 说 任何 二 次 式 都 能 化 成 一 次 式 乘积 的 形式 。 
把 二 次 式 化 成 两 个 一 次 式 乘 积 的 形式 ， 这 种 变形 叫做 二 
次 式 的 因 式 分 解 ， 现 在 来 考虑 一 下 在 什么 情况 下 ， 二 次 式 可 
以 因 式 分 解 。 
关于 二 次 式 的 因 式 分 解 ， 有 没有 什么 简单 的 方法 呢 ? 为 
了 找到 这 种 方法 ， 举 出 前 页 的 例子 加 以 考察 
x*+7x+i0 二 (x 二 2 )(x+5) 
把 左边 和 右边 对 比 一 下 看 看 ， 因 为 左边 的 7 是 由 右边 的 
2 与 5 的 和 得 到 的 。 此 外 ， 左 边 的 10 是 右边 的 2 和 5 的 乘积 
得 到 的 。 可 知 ， 能 作出 
| x2 十 7x+10 一 x2 十 2x- 二 5x 49.5 
一 (X 十 2 ) χθίακ 十 2)5 
一 (X 十 2)(X 十 5 ) 
这 样 的 因 式 分 解 。 
一 般 来 说 ， 如 图 11 可 得 出 
(x ta)(x+t+b)=x:+t+axibxt+ab 
二 x 二 (a 十 b)x+ab 
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为 了 能 对 形 如 

ΧΖ [1] αχ} 
的 二 次 式 进 行 因 式 分 解 ， 能 
找 出 

at+b = 站 , α. ὃς) 
这 样 的 α, ῥ 就 可 以 了 ,例如 
在 x 十 5x 一 24 式 中 ， 使 








atb=5, a* b=—24 
这 样 的 二 数 ， 可 知 它 应 是 8 和 一 3 。 所 以 因 式 分 解 ， 得 
X “十 5x —24 二 (x 二 8 )(Cx 十 (一 3)) 


另外 ，“” 关 一 3x 这 样 的 式 子 ， 与 其 说 根据 


二 一 3 να» ϱΞθ λα, 
二 数 ， 莫 如 把 x 和 一 3 x 
用 括号 插 起 来 ,得 x 一 3x 
二 x (x 一 3 ), 使 因 式 分 解 
更 简单 地 作出 来 。 

同 理 ， x“ 一 16 这 样 的 式 
子 ， 利 用 a“ 一 δ’ 二 (a 0) 
(a 一 b) πο 

X < 一 16 一 (x 一 4 作 X 十 4) 
(图 12) 


a:—b= (a+h(a—Db) 





把 二 次 方程 写成 形 如 
x2 十 口 x 十 OO 一 0 
时 ， 如 果 左 边 可 以 因 式 分 解 为 
(ατα) (x+b) Ξ0 
时 ， 此 方程 与 
χταΞξο 或 者 χηῤ-- 
是 同 解 的 ， 可 以 简单 地 得 解 。 
例如 
X“ 十 7x 十 12 一 0 
的 左边 可 以 因 式 分 解 为 
(YX 十 3) (xx 十 4) Ξ0 
因此 这 个 方程 与 
xx 十 3 一 0 πὲ x 十 4 二 0 
是 同 解 的 ,如 果 解 出 每 个 一 次 方程 ， 即 可 求 出 解 一 3 ,一 
【例题 】 有 直角 三 角形 , 夹 直角 的 二 边 之 和 为 10, 面 积 为 
12 时 ， 求 二 边 的 长 度 。 
( 解 ) 设 二 边 的 长 为 x，10 一 x， 可 得 方程 


κ (10 一 x) -12 整理 后 ,得 


χ΄-10 χ {-24--0 
把 左边 因 式 分 解 , 得 (x 一 4 )(x 一 6 ) =0 
所 以 得 二 边 的 长 为 4 和 6。 
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【 想 一 想 】 1. 将 下 式 因 式 分 解 。 
(1) x:— 2x—]5 (2)x 2 十 8x 十 16 ( 3) χΣ--δκχ--ά 
2. 用 因 式 分 解法 解 下 列 方程 
(1) x*~6x—16=0 (2) 2x’*++7x = 三 0 
【了 略 解 】1. εἰ) (x+3)(x—5) (2) (x τὰ)” 


( 3) (x —l)(x—4) 2.(1γ-5, 8 (2) --Σ, 0 


δ4. 二 次 方程 和 二 次 式 的 图 象 


(1) 二 次 式 的 图 象 

在 第 三 章 85 (参看 第 85 页 )， 关 于 方程 的 图 象 以 及 图 象 
和 方程 解 的 关系 ， 都 已 作 过 
说 明 。 在 这 里 将 研究 二 次 式 
的 图 象 。 

把 长 为 12cm 的 铁丝 围 成 
矩形 时 ， 把 长 ， 宽 的 长 度 和 
面积 的 关系 表示 成 如 下 





τα 
1 


Cem) |0.5 1 |1.5 2125313541455 5.5 





Fim [9.654.564 3543 1252115 1 10.5 
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设 和 矩形 长 的 长 度 为 xcm， 则 宽 的 长 度 为 ( 6 一 x) cm， 
把 面积 用 ycem” 表示 ， 可 得 下 式 


这 个 式 子 是 x，y 的 二 变数 方程 ， 右 边 是 x 的 二 次 式 ， 因 为 
x 值 确 定 后 3》 值 也 随 之 确定 ,把 这 个 对 应 规律 叫做 二 次 函数 。 

由 于 所 取 的 x 值 ， 必 须 大 于 零 小 于 6， 所 以 x 的 取 值 范 
围 是 区 间 ( 0，6 )。 

作为 DD 的 解 的 一 组 点 “x，y) ， 由 上 表 可 知 虽 然 有 

( 0.0. 2.75}. ( 1.9} ,C1 .5,0.70),( 2, 8 }α''»'»' 
但 此 外 还 可 以 取 任 意 多 。 

因此 ， 在 平面 取出 大 量 的 使 y= 二 一 x 十 6x 成 立 的 点 
(xX，y)， 男 出 图 象 后 ,如 图 14 的 a .图 象 两 端 画 圆圈 的 点 ， 
(0, 0) (0, ϐ) 是 表示 不 包含 在 图 象 之 内 的 点 。 

假如 ，x 也 可 以 取 所 有 实数 值 时 , 则 y= 二 一 x “十 6x 的 
图 象 ,将 像 图 14 δ 那样 ,是 向 x 轴 下 方 也 无 限 延 长 的 曲线 。 


ΜΙ ἜΘχ 的 图 娄 
从 x 的 范围  ψι «λπππα 


ο ὁ 1 | 
0 | 3 6 x 6 x | 
图 14 ΄ | 


如 同一 次 式 的 图 象 是 直线 ， 形 如 
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y=ax’ 二 bxi+c (a 十 0 ) 

的 二 次 式 的 图 象 是 叫做 抛物 线 的 曲线 。 

国 二 次 式 的 图 象 ， 例 如 画 

y= x — Ax ~—5 .©) 

网 图 象 , 可 先 把 各 个 数 代 入 x 后 ， 再 考察 y 的 值 ， 如 果 把 这 
样 的 点 找 出 ， 即 可 画 出 图 象 。 

但 古 ， 夯 这 个 图 象 时 ， 像 解 二 次 方程 一 样 , 应 用 配方 去 
作 ， 将 容易 了 解 图 象 的 样子 。 
把 上 面 他 式 的 右边 配 平方 后 ， 得 

)》 一 X “一 4X 一 5 一 x2 一 4X 十 4 一 9 一 (xx 一 2)2 一 9 .. © 

实际 上 由 此 可 知名 的 图 
象 ， 正 如 图 15 那 样 ， 它 通过 
点 ( 2， 一 9 ), 并 且 在 这 点 
下 面 没 有 图 象 。 

为 什么 这 样 说 ? 因为 把 
任何 数 代 入 x， 国 式 中 的 
(x 一 2 ) 也 不 能 小 于 ο, 

因此 





(XxX 一 2 )*—9 
是 不 能 小 于 一 9 。 
所 以 ， 从 了 三 (κ 一 2 )? 一 9 这 个 式 子 可 以 看 出 ，y 的 
值 不 能 小 于 一 9 ， 并 且 当 x 为 2 时 y 为 一 9 。 


ΠΒ 


往 y= 二 (x 一 2)* 一 9 中 的 x 代入 各 种 数 以 后 ,表示 XX， 
的 关系 为 


-2 -1 0 1 15 2 2.5 8 4 5 6.…… 


.. 7 0-5-8 -8.5 -9 -8.75 -ᾱ —5 0 7 








当 x 为 2Η, γἌ-9, ， 除 此 以 外 都 大 于 一 9 。 于 是 ， 由 
于 当 x 为 一 1 和 5 的 时 候 > 为 0， 所 以 图 象 和 x 轴 
的 交点 为 (一 1,0 ),(5，0)。 并 且 由 于 x 为 0 时 , y 为 一 5, 图 
象 和 yy 轴 的 交点 为 ( 0， 一 5 ) (图 15)。 | 
在 画 二 次 式 的 图 象 时 ， 配 方 后 了 解 到 ， 像 图 15 的 〈 2, 
-9 ) 和 图 14 的 〈 3， 9) 这 样 的 点 ， 是 很 方便 的 。 把 这 个 
尽 叫 做 抛物 线 的 顶点 。 此 外 ， 把 几 个 数 代入 x 后 ， 考 察 y 值 
同时 ， 如 果 也 了 解 到 与 x 轴 以 及 y 轴 交点 的 坐标 ， 就 能 画 出 
”图 象 了 。 
ο 8-5] 画 出 下 列 二 次 式 的 
πα 
(1) y= 2(x+2 )*+ 1] 
(2) γν---χ’Ἴ- 2x 二 3 
[ ΚΙ 





(2) 立 次 方程 的 解 和 二 次 式 的 图 象 
二 次 式 { 
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的 图 象 ， 由 于 把 右边 配 平方 后 得 (x ΤΙ ) 一 4, 知 顶点 是 
(一 1 ， 一 4 ) 。 另 外 ， 由 于 知道 x 为 0 时 ，y 为 3 ， 所 
以 和 yy 轴 交 于 ( 0， 一 3 )。 

可 是 和 ~ 轴 的 交点 在 哪里 呢 ? 

实际 上 ， 和 x 轴 的 交点 坐标 是 在 引 式 中 写 ”为 0 时 的 x 
值 ， 所 以 是 二 次 方程 


X Ἐ-2λχ-ᾱ-Ξ0"-'..................... “ose 5) 
的 解 。 | 
因为 这 个 方程 的 解 是 一 3 ， 1， 所 以 的 图 象 和 x 轴 的 
交点 是 (一 3 ，0) ,(1，0) 。 
那么 ， 把 包括 最 初 的 在 内 的 三 个 图 象 绘 出 ， 来 看 一 看 
y=x: 二 + 2x 一 3 (a) 
γςτκχκ” 十 2x 二 1 . Cb) 
γ--χ)Ἴ- 2χ 十 2 ο (ο) 


(a) 式 ,如 开始 时 已 经 研究 过 的 那样 ,顶点 是 (一 1 ,一 4) 

(5) 式 ， 右 边 为 (x 十 1 )?， 所 以 顶点 是 (一 1，0 ) 

(CC ) 式 ， 右 边 为 (x 十 1) 十 1 ,所 以 顶点 是 (一 1，1)。 

所 以 (a),(b),(c ) 的 三 个 图 象 ， 分 别 为 图 16 的 Ca)， 
(δ), (0) ο ΄ 

在 (a) 中 ,图 象 与 x 轴 交 于 两 点 ，(6) 是 和 x 轴 切 于 一 
καν ΠΠ (ο) 和 x 轴 不 相遇 。 
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这 样 ， 由 于 二 次 式 的 图 象 是 抛物 线 ， 不 论 是 什么 样 的 图 


| 二 次 式 的 图 象 
(4) y=x?+2x—3 (σ) υ-αχὶ -2χ-] 
y 





᾿ oi --4 


| 象 ， 一 定 是 和 x 轴 或 者 交 于 
二 点 ， 或 者 切 于 一 点 ， 或 者 
不 相遇 ， 三 种 情况 必 居 其 


rr 





ἈΠ, 令 前 页 的 (a)， . πι 
(2)，(c) 各 式 的 ?为 零 ， 则 得 到 下 面 方 程 
xz 十 2xy 一 3 Ξ0 ην νυν (ay 
x2 + 2x 十 1 二 0 --.. (δ) 
X2 十 2 区 十 2 =0 0 (οὐ 
考察 -下 。 


首先 , (a) 方程 左边 因 式 分 解 ,得 (x 十 3) (x 一 1) 二 0 
所 以 解 是 一 3 ， 1. 这 是 在 第 122 页 中 已 解 出 了 的 ， 从 图 16 
(a) 的 图 象 中 也 可 以 看 出 。 | 

(9) 的 方程 ,左边 也 能 因 式 分 解 ,成 为 (x +1 )?=0 ， 
此 时 解 只 有 一 1 。 
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然而 (c) 的 方程 ， 配 平方 后 得 
(十 1 六 十 1 一 0 
但 是 由 于 左边 是 (x 十 1 22Η, ΕΙ (χ 十 1 ) 2 十 1. 不 
能 小 于 1， 所 以 使 这 个 方程 成 为 等 式 的 实数 x 是 不 存在 的 。 


图 象 和 方程 的 解 








不 交 
交 于 两 点 相 切 ΠΣ 
yox*: 二 bx+e \ | | 
χ χ χ 
(和 xx 轴 的 关系 》 
ax + bxzte=0 256 1 无 解 _ 
ολ, ( 重 根 ) «ΟΙ3ΑΝΜΝΚΗΗΕ) 
四 17 | 


由 这 些 例 子 可 知 ， 任 何 二 次 方程 将 是 有 两 个 解 ， 只 有 一 
个 解 ， 没 有 解 〈 在 实数 范围 内 ) 三 者 必 居 其 一 。 
因为 二 次 方程 ax’ 十 bx 十 c= 二 0 有 解 时 ,就 是 二 次 式 
y》 二 ax’ 十 bx 十 c 的 图 象 和 x 轴 相交 ,这 时 在 图 象 和 方程 
的 解 之 间 存 在 图 17 的 那 种 关系 。 
图 象 各 x 轴 相 切 于 一 点 ， 就 是 方程 的 解 是 一 个 的 时 候 ， 
则 说 方程 有 重 根 、 另 外 图 形 和 x 轴 不 相遇 时 ， 所 说 的 方程 无 
解 ， 指 的 是 在 实数 范围 内 考虑 时 是 没有 解 的 。 
从 图 象 和 方程 的 关系 可 知 ， 抛 物 线 的 图 象 和 x 轴 的 交点 
坐标 ， 能 通过 解 二 次 方程 求 得 。 反 之 ， 正 确 地 画 出 图 象 时 . 
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能 从 图 象 上 得 出 二 次 方程 的 解 。 
例如 ντ 2x: 一 3x 一 4 
的 图 象 和 x 轴 的 交点 坐标 ， 能 从 解 方程 2x? 一 3x 一 4 二 0 


4 υμ 一 (一 3) 士 V( 一 3 ) ?一 4 .2 x 一 4) 3 士 V41 
中 得 出 1 } 
所 以 它 是 ( 3 一 v 开 -YL 0 ) | (ναι ,0 ) , 


【 想 一 根 】 求 出 下 列 图 象 和 x 轴 交 点 的 坐标 。 
(1) y=x*— 3x+l ( 2) yy 二 x“ 十 4x 二 4 


[πα 5] CD( 5255 οὐ. (ή. αἹ 


( 2) (σι 0Ο) 


110 


第 五 章 复 数 


δ1. κ: 数 
(1) 负数 的 平方 根 
进 君 自己 列 出 一 些 二 次 方程 ， 用 求解 的 公式 解 后 一 看 ， 
发 现 了 很 多 奇怪 的 情况 。 
例如 ， 方 程 
x 十 3x 十 4 三 0 ees, (Ὁ 


用 解 的 公式 求解 ， 得 到 二 3 圭一 7, 但 是 因为 这 个 =? 是 平方 


后 得 一 ?的 数 ,这 种 数 在 实数 中 是 没有 的 。 

为 什么 呢 ? 因为 实数 中 即使 是 负数 ， 平 方 之 后 也 是 正 
数 。 

因为 D 式 左边 为 (x 4-31 十 -， 所 以 这 个 方程 (在 实数 


范围 内 无 解 。 
ΠΠ. 


这 样 ， 用 解 的 公式 求解 时 ， 如 果 根 号 内 是 负数 ， 在 实数 
范围 内 个 能 求解 ， 所 以 在 第 四 章 ， 只 讨论 了 在 根 号 内 是 正 的 
或 为 0 的 二 次 方程 。 

今后 ， 不 认为 最 初 提出 的 x+ 十 3x 十 4 -0 这 样 的 方程 
没有 解 , 想 使 任何 这 种 方程 都 能 解 出 .于 是 要 去 考虑 平方 后 为 
负数 的 这 种 新 数 (图 1 ) ο 

平方 后 为 5 的 数 有 两 
个 ， 把 它 写 作 土 V5。 同 理 ， 
我 们 要 考虑 平方 后 为 一 7 的 
数 ,以 及 平方 后 为 一 3 的 数 ， 
设 把 它 写 成 士 V 一 7 , 土 V 一 3。 
当然 VY 一 7 和 VY 一 3 不 是 实数 。 

正 数 的 平方 根 ， 可 以 用 
104 页 的 那 种 法 则 去 计算 ， 设 根 号 内 为 负数 时 ， 也 能 用 同样 
方法 计算 ， 





νΞΣ XV/3=/ -6 | 
M2 Xw2= V4=V4XYV-T 
= 2 XV—1 
这 时 ， 则 有 
νΤΤΧΥΙ, /3 
V-=VgxXwW=T= 3 XV/-T 
由 此 可 知 V ΓΤ, ΝΒ, 5 这 样 的 数 , 能 用 V7 ， 
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V3 ，3 这 样 的 数 和 新 数 V 一 [表示 出 来 。 
于 是 ， 可 以 把 YI 用 符号 i 来 表示 ， 那么 下 列 各 数 可 
以 写成 : / 


V 一 3 一 V3r， Wl?=yl?i 
ν-δ-γθι-431 
由 于 i 二 /= 了 ， 所 以 i 是 六 = 一 1 的 数 。 
这 样 ， 考 虑 了 这 个 新 数 之 后 ， 使 用 解 的 公式 时 ， 二 次 广 
程 x 十 3x 十 4 二 0 的 解 为 


rx? 十 I 十 1 二 0 的 解 《 | 
一 4 κ 一 7 
-------- αλ Εκ] )1--- 





--ἃ Έα Τὶ 

2 

ο ὃ ντι | 

ΠΕΣ | 

x 十 x 十 1 二 0 的 解 为 87 

τιν -一 1 «επ: _ 1+Y3， 
2 2 | 2 2 

“什么 样 的 方程 都 能 得 解 。 
那么 ， 这 样 的 数 真 正 是 二 次 方程 的 解 吗 ? 


现在 把 一 二 二 3 1 代入 x? 十 x 十 1 的 x 中 进行 验证 。 


我 们 才 开 始 对 i 这 个 数 进行 计算 ， 只 把 它 作为 一 般 的 字母 看 
ο μα 


待 ， 只 须 注意 到 ---1 来 进行 计算 就 可 以 了 。 


κ] 2 3 
νο ΗΠ 


这 样 ， 考 虑 i 这 个 新 数 之 后 ， 任 何 二 次 方程 都 可 能 求 
解 。 

【 想 一 想 】 ”1. 把 平方 后 为 一 12， 一 16 的 数 ， 用 i 表示 出 
来 。 
2. 解 下 列 方程 

(1)x 一 2x 十 2 =0 (2)2x2 十 4x 十 3 一 0 

[κ 解 ] 1 Ηγ/πι, 14; 


2. (1) 151 (2) 一 1 士 V2 ， 


αν ο 


2 
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- 一 i i ir 


2) 虚 数 
像 方才 研究 的 这 样 ， 考 虑 到 ?二 一 1 这 样 的 新 数 i 之 后 ， 
二 次 方程 是 一 定 能 得 解 的 。 
实际 上 ， 解 方程 
χ᾽-- 2χ 5 一 0 x* 十 3x 二 4 0 
| 2x 一 3x 十 5 二 0 


时 ， 其 解 分 别 为 
3 3 
1 十 217， ΑΣ i 
所 以 ， 如 ”1 十 21， -号 + 0.26 十 (-1. 5)i, 


- 2 i 这 样 的 数 ， 是 由 实数 a，5 和 新 数 i «τὸ, Βὲ 
a+bi (b 款 0) | 
的 形式 作出 的 ， 把 这 个 数 叫 做 虚数 ， 把 i 叫做 虚数 单位 。 


1 十 2 i 和 一 总 + 这 样 的 虚数 ， 虽 然 是 两 个 数 相 加 


的 形式 ， 但 它 却 表示 一 个 数 。 而 且 想 把 1 十 27 的 1 与 27 
再 概括 为 更 简单 的 形式 ,来 表 它 是 不 可 能 的 。 | 
a 十 bi 这 个 数 ， 附 加 4b 证 0 条 件 的 原因 是 ， 因 为 如 果 
b =0 时 , 像 2 十 01 ==2 ,V3+ 0 i 二 V3 这 样 ， 就 成 为 实 
数 了 。 
把 虚数 也 考虑 在 内 ， 二 次 方程 一 定 是 可 解 的 。 
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然而 ， 人 不 特意 地 去 解 它 行 


不 行 ” 没 这 样 想 过 码 ? 
| 大 家 最 初 只 知道 正 数 ， 


开始 学 习 负 数 时 ， 也 许 是 很 
难 懂 的 。 但 是 经 常 使 用 负数 
以 后 ， 就 达到 运用 自如 的 地 
” 步 ， 也 逐渐 知道 了 负数 该 有 
多 么 重要 。 另 外 ， 也 逐渐 了 
解 到 关于 无 理 数 也 是 如 此 。 
| 因为 它 能 与 现实 的 量 密 切 结 
合 ， 它 无 论 如 何 也 是 非常 必要 的 数 ， 

虚数 被 确认 为 数 ， 并 且 和 实数 一 样 作为 数 加 以 考虑 的 ， 
是 德国 数学 家 高 斯 (图 3 )。 在 数学 上 以 及 其 它 科学 领域 中 ， 
由 于 使 用 了 虚数 ， 使 一 些 解释 更 加 简单 ， 使 科学 有 所 进展 的 
情形 是 很 多 的 。 

所 以 ,大 家 如 果 进 一 步 努力 学 习 数 学 ,也 能 和 实数 一 样 ， 
把 虚数 作为 实在 的 数 ， 掌 握 到 运用 自如 的 程度 。 

在 这 里 ， 对 二 次 方程 作 最 后 的 总 结 ， 把 三 个 二 次 方程 





2χ2 十 3x 一 ] ο ονονινονώώζσἒσσςώσασσώἒα (a) 
XxX“ 一 6xX 十 9 Se ί δ) 
χ᾽-- 4χ-]3-- 和 (ο) 


用 求解 的 公式 去 解 ， 得 
116 


一 3 士 V δ 4. 2-(-1) -ὂ Έτ κό 


-- 





-βγτ-[-τ-ῳ ϱ-0 
(py ΕΙ σ -640 


n 


、 一 (一 4) 士 V( 一 人 一 4。1 .43 4 士 V 一 36 
(一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


一 2 十 31 


(a ) 的 解 是 二 实数 ，( 5 ) 的 解 是 一 个 实数 的 重 根 ，(c ) 的 解 
为 二 虚数 。 而 解 是 实数 或 虚数 ， 是 由 公式 中 ”里 的 符号 确 
ΤΗ ο ΄ 


YY 一 GZ 十 Ar 十 < 


ΒΛ ΤΙ x 轴 .. | | 


由 于 二 次 方程 ax: 十 bx 十 c= 二 0 (a 夺 0 ) 的 解 是 
一 十 /55 一 145 
δα 





当 a，4b，c 都 是 实数 时 ， 由 VY 里 的 b* 一 4ac 的 符号 ， 
决定 二 次 方程 解 的 种 类 变化 。 因 此 ， 称 5 一 4ac 为 二 次 方程 
| 117 


᾽ απ Te er ,reli - 


解 〈 根 ) 的 判别 式 。 
当 a ，4b，c 为 实数 时 ， 根 据 判 别 式 的 人 符号， 可 知 
ao) b 一 4ac >0 时 ， 解 为 一 实 根 
Ὁ) b: 一 4ac 一 0 时 ， 解 为 实 重要 
(ε) ϱ- {ας «0 了 时 ， 解 为 二 虚 根 
应 用 这 一 结果 ， 既 使 不 解 二 次 方程 ， 也 可 以 确定 解 是 实 
数 还 是 虚数 。 例 如 在 | 
2χ᾽-- θχ 3 =0 
ΠΗ, α-2, δ--6, οδ 
b*— 4ac=12 
所 以 方程 的 解 为 二 实数 。 | 
ΓΒΓΆΗΙ 试 检验 下 列 方程 的 解 是 上 述 (a), (65),(c) 三 
”种 情况 的 哪 一 种 ? 
(1) x’*+5x +6=0 (2) 2x°~3x+4=0 


[πι ΜΙ (1) (α). (2) «) 
82. 复 数 
(1) 第 数 


在 前 节 的 第 129 页 ， 把 一 十 41 1 形 如 
αἘδὶ . (ία, ΡΜ, Η δΕ0 ) 
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的 数 ， 叫 做 虚数 。 
然而 ， 考 虑 a 十 bi 中 的 5 是 0 的 情况 ， 得 到 这 样 的 数 


3 十 07， ο 1, 5 +07, 一 1.83 十 0 | 


设 0 7 一 0 时 ， 则 这 些 数 与 实数 


-3 5 -183 
3, > πο 一 1.83 
相同 。 ΠΠ 
所 以 ，b 也 可 以 是 零 时 ,由 二 实数 a ,5b 表示 出 来 的 形 如 
α Τὸ ἱ 
的 数 ， 作 出 各 种 各 样 的 看 一 看 。 如 
0+ 01, | 
3+ 0i, τῆξοι, 一 1.83 十 01 | 实数 


2 十 47， --ᾱ 0.8 ἐν ΤΠ ΓΗ 


0 十 27， 0+3i, ος ς(-θ.) αὶ 
这 样 ， 实 数 和 虚数 两 者 都 能 表示 出 来 。 

当然 ， 可 以 这 样 考虑 ， 0 十 0 = 一 0 ， 3 十 07 一 3 
0 十 V31 一 V371， 1i=i。 

如 此 ， 由 实数 a ，4b， 按 a 十 bi 的 形式 写 出 的 数 ,叫做 
复数 。 复 数 a 十 b i ， 当 4b 二 0 时 是 虚数 ，b = 二 0 时 为 实数 、 
而 复数 是 把 实数 和 虚数 放 在 一 起 的 称呼 
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关于 复数 也 考虑 它 的 集合 问题 
设 乙 表示 复数 全 体 的 集合 


在 第 二 章 的 $1 (参看 第 
30 页 ) ， 已 经 讲 过 了 实数 能 
用 直线 上 的 点 表示 ， 与 此 相 


像 地 ， 复 数 可 用 平面 上 的 点 Ἢ 


表示 。 


与 坐标 轴 相 同 ， 在 平面 


上 引 两 条 垂直 相交 的 直线 ， 


如 图 5 ， 分 别 叫做 实 轴 , δε 
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， 实 数 全 体 的 集合 以 及 虚数 全 
体 的 集合 都 是 Z 的 子 集 。 而 


且 ， 由 于 实数 全 体 和 虚数 全 
体 合 起 来 为 Z ， 如 图 4 ，Z: 
为 全 集 时 ， 实 数 集 的 余 集 是 
虚数 集 。 

为 外 ， 把 过 去 在 本 书 中 
使 用 过 的 各 种 数 ， 可 分 类 如 








轴 。 | 

于 是 ， 在 这 个 平面 上 ， 把 坐标 为 (2,4 )，(3,0 ) ， 
( 0， 一 2 ) 的 点 ， 分 别 看 作 是 复数 2 十 4 i ，3，2 i 表示 的 
点 。 

一 般 地 ， 我 们 就 

把 复数 a+b i 表示 坐标 为 (ga ，b ) 的 点 。 
全 体 复数 和 平面 上 的 点 是 一 一 对 应 的 。 

如 此 ， 把 用 复数 表示 的 平面 叫做 复 平面 ， 也 有 叫 高 斯 平 
面 的 。 使 用 复 平面 后 ， 更 容易 研究 复数 的 各 种 性 质 。 

【 想 一 想 】 ”在 图 5 中 ， 把 下 列 各 点 写 在 复 平面 上 。 

Ὁ 4-3: © 3: ϐ -ι- 


(2) 复数 的 运算 
在 实数 中 ， 两 个 以 上 的 数 之 间 可 以 进行 加 减 乘 除 四 种 运 
” 算 ， 并且 有 
交换 律 a+b=b+a ab=ba | 
结合 律 (at+b)tcec =at+(bti+c),(ab)c=at be) 
分 配 律 a (b+c) 一 ap 十 pc | / | 
这 些 定律 成 立 。 在 复数 中 也 可 以 进行 这 四 种 运算 ， 交 换 ， 结 
合 ， 分 配 等 定律 也 成 立 。 : 
首先 ， 规定 复数 ait διὶ 和 a2 二 bzi 的 加 法 和 减法 运 
算是 | 
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ο (αι --Ριὶ) Γία.-- bz ἱ}ΞίαιΓ az2) 十 由 :十 b 2)ἱ 

ο (αι --Ρι!) - (ία, Ρ52ἱ)Ξίαι-α») Τίδι- 8 ο)ἱ 

例如 ， 在 求 一 2 十 4 i 和 3 十 5 i 的 和 与 差 时 
(—2+4i)+(3+57)=(~2+3)+( 415 )| 


一 1 十 9i 
(一 2 +4) 一 (3+57) 一 (一 2 一 3) 十 (4 一 5) 1 
一 一 5 --ἰ 


把 i 看 成 一 般 字母 计算 即 可 。 
其 次 , 求 一 2 十 4 i 和 ὃ Το i 的 乘积 可 如 
(-2+4i)(3+51) 一 一 6 一 107 十 127 +207 
一 一 6 十 27 十 20 产 
应 用 六 三 一 1 ， 则 为 
一 一 6 十 2 i 一 20 一 一 26 十 2 i 
“如 用 字母 表示 时 ， 因为 
(qitb1i) (azst+b2i)= αι qstaibai tazbiitb ὃ 207 
πἜ(αιαι- διδο)γίαι δα τα» δι)λὶ 
所 以 复数 乘法 被 规定 为 
ο (gl 十 bi |)(α2--Ρδε/ (αι gz: 一 bb2) 十 (al βρ:1-α:δι)ὶ 
下 面 再 考虑 除法 
αι Ppi 除 以 azt δ» 站, 也 可 以 把 它 看 作 是 a 二 b 1 Περ 


ll 
α»2 Ἔὂ. 7 ， 
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αι Έ δι (αι δι ἱ) (αι --ὃτ 1) 
az 十 pi (α1τδο ἱ)ίαα;- ὃ: 1) 


(αι αι Γδι 21) Γζασρδι-- αι δὲ) 1 
ας Τὸ 


_ {14:1 δι δὲ μαλδι--αι δὲ 


α5 Τ ὁ α5 Τ ὂ; 


因为 得 到 这 个 结果 ， 所 以 规定 复数 的 除法 为 
ο αι Τι _ αι 9 -bb -eb --αιβ2 ; 


l 





ο, Γρ, bs Τ 2 十 δ] 
二 复数 的 乘法 和 守法 运算 元 需 记 住 前 面 所 说 的 规划 , 则 
在 实际 中 能 作出 计算 也 就 可 以 了 。 


例如 ， 作 一 2 十 4 除 以 3 十 5 i 的 计算 时 ， 既 使 不 知道 
计算 规则 ， 能 作 如 下 计算 可 以 得 到 结果 。 


2 4i_(-2+4 ij)(3— 5 1) 0+20 12+10)! / 
3 十 51 (3+ 5i0(C(3— δὲ) 3 十 5 


14 σε, τινα 
34 4 34ἱ ΙΤ στο, 


如 上 所 述 复数 也 和 实数 一 样 ， 规 定 了 加 法 ， 减 法 ， 乘 法 , 除 
法 四 种 运算 。 而 且 ， 恰 如 在 第 136 页 也 已 经 讲述 过 的 , 在 加 
法 和 乘法 中 的 交换 ， 结 合 ， 分 配 等 定律 是 成 立 的 。 
例如 ， 所 说 的 乘法 交换 律 成 立 ， 就 是 分 别 计算 
(αι Ἔδι]ῖ) (α1 δε) 
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(ία: Ἐδ21ἑἱ) (ai 十 DT ) 
能 验证 其 结果 相等 就 可 以 了 。 
岗 此 ， 复 数 也 和 实数 一 样 ， 它 们 都 可 以 自由 地 进行 运 
算 。 
那么 ， 有 没有 在 实数 中 存在 而 在 复数 中 不 存在 的 性 质 
呢 ? 
实际 上 ， 复 数 中 二 数 之 间 的 大 小 是 不 能 很 顺利 地 加 以 研 
究 的 。 
το ΚΑΕ ο 二 实数 在 数 轴 上 规定 
”在 实数 中 | ”为 ， 在 右边 的 数 比 在 左边 的 
-一 “一 一 τ 数 大 (参看 第 41 页 ) 。 
但 是 ， 二 复数 3 一 2 i 
ο 和 一 1 十 4 i ， 哪 一 个 大 就 
大 小 不 能 确定 不 能 确定 了 。 
| 在 本 书 中 ， 为 了 研究 解 
3 一 2 一 次 方程 和 二 次 方程 的 需 
要 ， 讨 论 了 无 理 数 和 虚数 这 
样 的 新 数 ， 一 直到 包含 实数 的 叫做 复数 的 数 。 研 究 到 复数 以 
后 ， 不 仅 能 解 三 次 方程 ， 四 次 方程 的 任何 方程 ， 并 且 能 以 更 
高 的 观点 ， 来 分 析 数 学 的 基本 内 容 。 
[58-18] (1) (213 1} 十 (1 一 5 1)(2)2+3 γέ 1 一 5 i) 
【 略 解 ] (1) 3-2: 5) 17 一 71 
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在 余数 中 | 


8 
πα Τι 


网 者 的 话 


数学 是 与 自然 和 社会 现象 一 起 发 生 和 发 展 的 。 

例如 ， 可 以 说 物质 的 运动 和 变化 ， 是 产生 函数 的 根源 。 
情报 的 语言 被 使 用 ， 电 子 计算 机 已 成 为 生活 必须 的 东西 了 。 
在 这 方面 ， 概 率 和 新 的 代数 在 发 挥 作用 。 这 套 从 书 也 与 自然 
和 社会 共同 前 进 ， 希 望 读者 能 以 学 到 活生生 的 数学 。 

另 一 方面 ， 数 学 有 它 自 己 的 体系 。 无 论 是 数 、 方 程式 或 
几何 , 并 不 单纯 是 知识 的 罗列 , 而 是 一 个 具有 逻辑 性 的 体系 。 
这 套 从 书 将 阐明 这 个 体系 ， 希 望 把 它 变 成 所 有 中 学 生 自己 的 
知识 。 

这 套 丛 书 ， 可 以 说 不 是 用 脑 和 手 ， 而 是 用 脚 写成 的 。 实 
际 上 ， 作 者 们 每 周 每 月 都 从 会 在 一 起 ， 与 正在 教 课 的 教师 们 
共同 组 成 研究 会 ， 他 们 都 是 教学 教育 实践 研究 会 的 成 员 。 共 
同 讨论 ， 学 生 应 在 什么 地 方 下 工夫 ? 怎样 组 织 使 所 有 学 生 都 
能 接受 的 教学 内 容 等 问题 。 讨 论 并 在 实践 中 把 这 些 问题 明确 
起 来 。 可 以 说 , 它 的 成 果 就 是 这 套 丛 书 。 从 这 个 意义 上 来 说 ， 
我 想 各 位 教师 也 起 了 重要 作用 。 

横 地 ὑ 





1. 集合 与 逻辑 Αν 4 Β 
2. 数 的 世界 δ} πια 编 
3. 文字 的 世界 山 岸 雄 策 纺 
4. 方 程式 村 野 医 克 编 
5. 不 等 式 与 区 域 πε 进 编 
6. 代数 与 构造 高 桥 秀 雄 编 
7， 图 数 与 变化 4 ἄν ζ, κ ὲ 
8. ΜΑΞ ἨΤ 冈 森 博 和 ἢ 
9. 几何 与 证 明 中 束 正 立 编 
10. 运动 与 变换 大 山 正 信 编 
11. 空间 与 坐标 平 网 ο 纺 
12. 概率 与 统计 πη /-ᾱ 纺 
吉林 师 大 数学 系 马 忠 林 审 校 


马 忠 林 译 
关 桐 书 译 
刘 正 一 译 
ΑΦ 译 
ΕΞ ἘΈ 译 
ῬίΚτε 译 
李 开 成 译 
κια 译 
布 公 ἢ 
ἃ ΜΕ 译 
王家 摩 Ἢ 
苏 明 礼 译 、 
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